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贝塞尔公式的推导及其物理意义探讨
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摘　　　要:通过介绍贝塞尔公式的推导 , 并与另外两条类似的误差公式进行比较 , 讨论了贝塞尔公式

的物理意义及其准确性 , 分析了贝塞尔公式相关的物理意义。
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物理实验一般需要进行多次独立测量求解真

实值 ,在满足正态分布条件时使用X =∑ xi

N
= x

和贝塞尔公式 σ= 1
N -1∑

N

i =1

(x i - x),这是物

理实验误差计算的常用公式。而测绘教材[ 1 , 3] 和物

理实验教材[ 2 , 4 ,5] 对贝塞尔公式的推导有不同介

绍 ,不同的推导方法之间也存在差异[ 6] ,而没有强

调贝塞尔公式本身及公式推导过程的物理意义。

学习贝塞尔公式之前已经知道了

σ=
1
N ∑

N

i=1
(xi -X)

2
(1)

并且 X = ∑x i

N
= x ,但是为什么不能代入得到

σ=
1
N ∑

N

i=1
(xi - x)

2
(2)

贝塞尔公式与公式(1)、(2)之间存在什么区别和

联系 。本文通过对这些问题的解答及分析揭示贝

塞尔公式的物理意义 。

1　贝塞尔公式推导的简单介绍及分析

设

k i = x i - x (3)

d i = xi -X 。则

σ2 = 1
N ∑

N

i=1
d

2
i (4)

ki =xi - x =xi -∑ xi

N
=xi -X-∑(xi -X)

N

=di -∑di

N
, ki 平方后进行求和 ,得到:

　∑k
2
i =∑d

2
i -2

(∑di)2

N
+N

(∑di)2

N

2

=∑d
2
i -
(∑d i)

2

N

其中(∑d i)2 =∑d i ×∑d j

=∑
i

d
2
i +∑

j , j≠i
∑
i

d i ×d j

因在测量中的正负误差出现的机会相等 ,此时

(∑d i)2

N
=
∑
i

d 2 i

N
(5)

所以

∑k
2
i =∑d

2
i -∑d

2
i

N
=

N -1
N ∑d

2
i (6)

将(3)、(4)两式代入(6)式 ,得到贝塞尔公式

σ=
1

N -1 ∑
N

i=1
(xi - x)

整个推导过程没有用到 X =∑ xi

N
= x 的条

件 ,唯一用了近似解的是(5)式。一般认为[ 2 , 3 , 7]

(∑d i)2

N
=
∑
i

d
2
i

N
从两个极限进行证明 ,当 N ※

1时 ,
∑
j , j≠i
∑
i

d i ×d j

N
为极小量 ,当 N 趋于无穷时 ,

由于 N在分母 , lim
N ※∞ ∑

j , j≠i
∑
i

d i ×d j

N
=0 。但是由两
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种极限进行推理的物理意义并不清晰。

2　贝塞尔公式更准确描述标准差的
比较分析

　　标准差本身也有误差。理论上获得的标准差

是利用无穷多次测量值按定义或者贝塞尔公式算

得的 ,是一个常数 S ,使用有限次测量值得到的标

准差σ也是有误差的
[ 8]
。一般使用相对标准差(误

差的误差)来讨论用什么样的公式或方法计算标

准差的估计值有最小误差 。

对于使用贝塞尔公式的相对标准差
S -σ
S

=
1

2(N -1)
,下面使用公式(2),预计其相对标

准差将大于
1

2(N -1)
,其物理含义是公式(2)

并没有贝塞尔公式那么准确的描述测量的标准

差。

假设 N 次测量满足正态 、独立和相同测量条

件 ,则

∑
N

i=1
(xi - x)

σ
2 ∶χ2(N -1) (7)

使用公式 σ= 1
N ∑

N

i=1

(x i - x)代入上式 , 得到

Ns
2

σ2
∶χ2(N -1), 取 χ2(N -1)的方差 , 有

D
Ns

2

σ2
=N

2
D(s2)
σ4

=2(N -1),其中 D(s2)=

(s2 -σ2)2 注意到σ=(σ2)-
1
2 ,将σ在 s做泰勒展

开 ,并取一阶近似 ,可以得到:

s-σ= 1
2
(s2)-

1
2 (s2 -σ2)

两边平方 ,得到:

　(s -σ)2 = 1
2
(s2)-

1
2

2

(s2 -σ2)2

= 1
4
(s2)-1 2σ

4
(N -1)
N

2

=s
2(N -1)
2N 2

(最后一步用 s代σ),即

(s-σ)
2
=

s
2(N -1)
2N 2

最后得到

S -σ
S

= N
N -1

1
2(N -1)

> 1
2(N -1)

(8)

用公式(2)得到的相对标准差比贝塞尔公式

大 ,说明用贝塞尔公式来描述标准差更加准确。

3　贝塞尔公式及其相关物理意义

(1)从贝塞尔公式的推导过程可以发现 ,整

个推理过程用到了公式(1),因此贝塞尔公式要求

次测量值服从正态分布。贝塞尔公式并没有使用

X =∑ xi

N
= x ,而是强调

∑
j , j≠i
∑
i

d i ×d j

N
在两个

极限条件下趋向于零 。因此 ,这里贝塞尔公式在非

理想情况下是含有误差的公式。当 N ※∞是由于

N 在分母使之趋于零 ,因此认为贝塞尔公式中测

量值与真值的差的绝对值 xi -X 相对于 N 来说

是可以忽略的 。

(2)
∑
j , j≠i
∑
i

d i ×d j

N
在两个极限下趋于零 ,但

在有限次测量下存在误差。在需要精确结果的计

算中[ 9] ,使用 因子对贝塞尔公式进行修正 ,并且

在测量次数 N >7时 , t因子影响计算结果的数量

级为10-2 。而且随着测量次数的增加 ,所需要的修

正也越来越小 ,从另一个角度来说就是贝塞尔公

式可以越来越准确地作为标准差了 。

相对标准差
S -σ
S

用于描述标准差的准确

程度 。在实验测量和教学中很少谈到相对标准差 ,

只是因为相对与真实值而言 ,标准差已经很小 ,而

相对标准差比标准差更小 ,因此平时并不严格区

别而已。

(3)将贝塞尔公式与错误的公式(2)进行区

分:在不知道真实值 ,且 x1 =X 时 ,标准差贝塞尔

公式无意义 ,这是与实际的测量物理含义是符合

的。因为标准差表示测量值与真实值的离散程度 ,

不知道真实值的情况下只进行一次测量 ,即便认

为 ,也无所谓偏离真实值的离散程度。而如果错误

地使用了公式(2)进行计算 ,即使得到了标准差 ,

这个标准差的物理意义也是无法被描述的。基本

的理由是:不知道真实值情况下的单次测量 ,是无

法确定标准差的。

当 N >1 ,可以比较两个公式的相对标准差 ,
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从不等式(8)可以看出贝塞尔公式更加准确 。从

计算方便的角度仅仅可以说当 较大时 ,使用公式

(2)计算得到的结果与贝塞尔公式差不多 ,但是

绝不说明这条公式物理意义的正确性。

(4)将贝塞尔公式与公式(1)进行区分:两公

式的根本区别是适用情况不同 ,公式(1)是在知

道真实值情况下使用 , 而不知道真实值情况下使

用贝塞尔公式。由于这个根本原因 ,公式(6)中使

用知道真实值的分布
∑
n

i=1

(x i -X)2

σ2
∶χ

2
N 进行推

导 ,并使用公式(1)代入计算 ,最后可以得到相对

标准差
S -σ
S

=
1
2N
,比贝塞尔公式的相对标

准差
1

2(N -1)
小 。这个结果是符合物理意义

的 ,因为公式(1)是在知道真实值的前提下得到

的相对标准差 ,比贝塞尔公式的情况知道了更多

有用信息 ———真实值 ,因此其标准差可以更加准

确 ,即相对标准差比较小。当测量次数 变大时 ,因

为贝塞尔公式进行了测量值正态分布的假设 ,其

相对标准差与公式(1)的相对标准差的差别不再

明显 ,并且变得趋向于理想条件:无穷多次测量 ,

即 lim
N ※∞

1
2N

= lim
N※∞

1
2(N -1)

=0 。

两条公式是在不同的情况下使用的 ,并不能

因为哪条公式更加准确而摒弃另一条。以上对两

者的准确性进行比较就是为了说明由于适用情况

不同 ,使两条公式产生了差异 。

4　结　　论

综上所述 ,通过对贝塞尔公式推导过程的分

析 ,揭示了推导过程所蕴涵的物理意义及合理性;

通过贝塞尔公式与错误的公式(2)比较 ,可以反映

贝塞尔公式描述标准差的准确性;通过贝塞尔公

式与错误的公式(1)比较 ,阐明贝塞尔公式的适用

情况 ,并对极限情况下两公式的相似进行了说明 ,

从而加深对贝塞尔公式的理解 。
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Discussions of the Bessel Formula' s Derivation and its

Physical Signif icance

ZH UANG Zheng-hui ,WU Xian-qiu , CHEN Hao

(South China No rmal Univer sity , Guang zhou 510006)

Abstract:The derivation of Bessel Fo rmula is int roduced.Comparing w i th the o ther tw o simi lar er ro r

fo rmulas , it s phy sical significance and veracity are discussed.
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