
　 　 第 3 章习题答案　 　

1. 设 α1 =(2,
 

1,
 

0),
 

α2 =(0,
 

1,
 

2),
 

α3 =(3,
 

1,
 

0),
 

求 α1 -α2
 及 3α1 +2α2 -α3 .

解:
 

α1 -α2 = (2,
 

1,
 

0) -(0,
 

1,
 

2)= (2-0,
 

1-1,
 

0-2)= (2,
 

0,
 

-2)
3α1 +2α2 -α3 = 3(2,

 

1,
 

0)+2(0,
 

1,
 

2)-(3,
 

1,
 

0)= (6,
 

3,
 

0)+(0,
 

2,
 

4)+(-3,
 

-1,
 

0)
=(6+0-3,

 

3+2-1,
 

0+4+0)= (3,
 

4,
 

4)
2. 设 2(α1 -α) +3(α2 +α)= 4(α3 +α),

 

其中 α1 = (2,
 

4,
 

1,
 

3),
 

α2 = (1,
 

2,
 

1,
 

3),
 

α3 = (2,
 

1,
 

-3,
 

1),
 

求 α.
解:

 

2(α1 -α) +3(α2 +α)= 4(α3 +α)
2α1 -2α+3α2 +3α= 4α3 +4α
3α = 2α1 +3α2 -4α3

= 2(2,
 

4,
 

1,
 

3) +3(1,
 

2,
 

1,
 

3) -4(2,
 

1,
 

-3,
 

1)
= (4,

 

8,
 

2,
 

6) +(3,
 

6,
 

3,
 

9) +( -8,
 

-4,
 

12,
 

-4)
= (4+3-8,

 

8+6-4,
 

2+3+12,
 

6+9-4)
= ( -1,

 

10,
 

17,
 

11)

α= 1
3

( -1,
 

10,
 

17,
 

11)= - 1
3

,
 10

3
,

 17
3

,
 11

3( )
3. 判断下列命题是否正确.

 

(1)若向量组 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm
 线性相关,

 

那么其中每个向量可用其他向量线性表示.
(2)如果向量 β1,

 

β2,
 

…,
 

β s
 可经向量组 α1,

 

α2,
 

…,
 

αm 线性表示,
 

且 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 线

性相关,
 

那么 β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 也线性相关.
(3)如果向量 β 可经向量组 α1,

 

α2,
 

…,
 

αm 线性表示且表示式是唯一的,
 

那么 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 线性无关.
(4)如果当且仅当 λ1 =λ2 = … =λm = 0 时才有

λ1α1 +λ2α2 +…+λmαm+λ1β1 +λ2β2 +…+λmβm = 0,
 

那么 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 线性无关,
 

且 β1,
 

β2,
 

…,
 

βm 也线性无关.
(5)

 

α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 线性相关,
 

β1,
 

β2,
 

…,
 

βm 也线性相关,
 

就有不全为 0 的数 λ1,
 

λ2,
 

…,
 

λm,
 

使 λ1α1 +λ2α2 +…+λmαm =λ1β1 +λ2β2 +…+λmβm .
解:

 

(1)错误. α1 = (1,
 

0),
 

α2 = (0,
 

0),
 

α1,
 

α2
 线性相关,

 

但 α1 不可用其他向量线性表示.
(2)错误. β1 =α1 = (1,

 

0),
 

α2 = (0,
 

0),
 

向量 β1
 可经向量组 α1,

 

α2 线性表示,
 

且 α1,
 

α2

线性相关,
 

但 β1 并不线性相关.
(3)正确. 反证法,

 

设 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 并非线性无关,
 

且向量 β 经 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 的唯一

线性表示式为:
 

β = k1α1 +k2α2 +…+kmαm,
 

则有不全为 0 的数 λ1,
 

λ2,
 

…,
 

λm,
 

使得 λ1α1 +λ2α2

+…+λmαm = 0,
 

这样我们得到向量 β 经 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 的另一种线性表示式 β = k1α1 +k2α2 +…
+kmαm+0= k1α1 +k2α2 +…+kmαm+λ1α1 +λ2α2 +…+λmαm,

 

即 β =(k1 +λ1)α1 +(k2 +λ2 )α2 +…+(km+
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λm)αm,
 

这与向量 β 可经向量组 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 线性表示且表示式是唯一的矛盾.
(4)错误. α1 = (1,

 

1),
 

α2 = (2,
 

2),
 

β1 =β2 = (1,
 

0),
 

当且仅当 λ1 =λ2 = 0 时才有 λ1α1 +
λ2α2 +λ1β1 +λ2β2 = 0,

 

但此时 α1,
 

α2 并非线性无关,
 

β1,
 

β2 也并非线性无关.
(5)错误. α1 = (1,

 

1),
 

α2 = (2,
 

2),
 

β1 =β2 = (1,
 

0),
 

α1,
 

α2 线性相关,
 

β1,
 

β2 也线性相

关,
 

但没有不全为 0 的数 λ1,
 

λ2,
 

使 λ1α1 +λ2α2 =λ1β1 +λ2β2 .
4. 判断下列向量组的线性相关性.
(1)α1 = (2,

 

1,
 

5),
 

α2 = ( -1,
 

2,
 

3);
 

解:
 

对任意的常数 k1,
 

k2,
 

都有:
 

k1α1 +k2α2 = (2k1 -k2,
 

k1 +2k2,
 

5k1 +3k2)
所以 k1α1 +k2α2 = 0,

 

当且仅当

2k1 -k2 = 0,
 

k1 +2k2 = 0,
 

5k1 +3k2 = 0,
 

ì

î

í

ï
ï

ïï

即 k1 = k2 = 0,
 

所以 α1,
 

α2
 线性无关.

(2)
 

α1 = (1,
 

2),
 

α2 = (2,
 

3),
 

α3 = (4,
 

5);
 

解:
 

对任意的常数 k1,
 

k2,
 

k3,
 

都有:
 

k1α1 +k2α2 +k3α3 = (k1 +2k2 +4k3,
 

2k1 +3k2 +5k3)
 

所以 k1α1 +k2α2 +k3α3 = 0
当且仅当

k1 +2k2 +4k3 = 0,
 

2k1 +3k2 +5k3 = 0,
 {

由于 k1 = 2,
 

k2 = -3,
 

k3 = 1 满足上述的方程,
 

因此 2α1 +( -3)α2 +1α3 = 0,
 

所以 α1,
 

α2,
 

α3 线性相关.
(3)

 

α1 = (1,
 

1,
 

1),
 

α2 = (4,
 

1,
 

2),
 

α3 = (1,
 

0,
 

2);
 

解:
 

对任意的常数 k1,
 

k2,
 

k3,
 

都有:
 

k1α1 +k2α2 +k3α3 = (k1 +4k2 +k3,
 

k1 +k2,
 

k1 +2k2 +2k3)
所以 k1α1 +k2α2 +k3α3 = 0,

 

当且仅当

k1 +4k2 +k3 = 0,
 

k1 +k2 = 0,
 

k1 +2k2 +2k3 = 0,
 

ì

î

í

ï
ï

ïï

即 k1 = k2 = k3 = 0,
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所以 α1,
 

α2,
 

α3 线性无关.
(4)

 

α1 = (1,
 

1,
 

2,
 

2),
 

α2 = (0,
 

2,
 

1,
 

5),
 

α3 = (2,
 

0,
 

3,
 

-1),
 

α4 = (1,
 

1,
 

0,
 

4) .
解:

 

对任意的常数 k1,
 

k2,
 

k3,
 

k4,
 

都有:
 

k1α1 +k2α2 +k3α3 +k4α4 =(k1 +2k3 +k4,
 

k1 +2k2 +k4,
 

2k1 +k2 +3k3,
 

2k1 +5k2 -k3 +4k4)
所以 k1α1 +k2α2 +k3α3 +k4α4 = 0,

 

当且仅当

k1 +2k3 +k4 = 0,
k1 +2k2 +k4 = 0,
2k1 +k2 +3k3 = 0,
2k1 +5k2 -k3 +4k4 = 0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

由于 k1 = -2,
 

k2 = 1,
 

k3 = 1,
 

k4 = 0,
 

满足上述的方程,
 

因此( -2)α1 +1α2 +1α3 +0α4 = 0,
 

所以 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 线性相关.
5. β1 =α1 +α2,

 

β2 =α2 +α3,
 

β3 =α3 +α4,
 

β4 =α4 +α1,
 

证明向量组 β1,
 

β2,
 

β3,
 

β4 线性相关.
证明:

 

因为 1β1 +( -1)β2 +1β3 +( -1)β4 = (α1 +α2 ) -(α2 +α3 ) +(α3 +α4 ) -(α4 +α1 )= 0,
 

所以向量

组 β1,
 

β2,
 

β3,
 

β4 线性相关.
6. 设 α1,

 

α2,
 

…,
 

αs 的秩为 r,
 

且其中每个向量都可经 α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 线性表出. 证明 α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 为 α1,
 

α2,
 

…,
 

αs 的一个极大线性无关组.
证明:

 

由极大线性无关组定义,
 

只需验证 α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 线性无关.
反证法. 假设 α1,

 

α2,
 

…,
 

αr 线性相关,
 

则向量组 α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 的极大线性无关组不可

能是向量组 α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 本身,
 

所以向量组 α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 的极大线性无关组中向量个数

必然小于 r,
 

不妨设为 αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αit
( t<r,

 

i1,
 

i2,
 

…,
 

it∈{1,
 

2,
 

…,
 

r}),
 

显然向量组 αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αit
线性无关.

由极大线性无关组定义,
 

α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 中每个向量都可经 αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αit
线性表示,

 

又由题目已知,
 

α1,
 

α2,
 

…,
 

αs 中每个向量都可经 α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 线性表示,
 

所以 α1,
 

α2,
 

…,
 

αs 中每个向量都可经 αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αit
线性表示,

 

又因为向量组 αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αit
线性无关,

 

所

以由极大线性无关组定义,
 

αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αit
是 α1,

 

α2,
 

…,
 

αr 的一个极大线性无关组,
 

所以

α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 的秩为 t<r,
 

与题目已知 α1,
 

α2,
 

…,
 

αs 的秩为 r 矛盾.
所以 α1,

 

α2,
 

…,
 

αr 线性无关,
 

因此 α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 是 α1,
 

α2,
 

…,
 

αs 的一个极大线性无

关组.
7. 求下列向量组的秩与一个极大线性无关组.

 

(1)
 

α1 = (1,
 

2,
 

1),
 

α2 = (4,
 

-1,
 

-5),
 

α3 = (1,
 

-3,
 

-4);
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　 　 解:
 

把向量组作为列向量组成矩阵 A,
 

利用初等行变换将 A 化为行阶梯形矩阵 B:
 

A= αT
1αT

2αT
3( ) =

1 4 1
2 -1 -3
1 -5 -4

( ) -2r1 +r2
-r1 +r3→

1 4 1
0 -9 -5
0 -9 -5

( ) -r2 +r3→
1 4 1
0 -9 -5
0 0 0

( ) =B
 

易见 R(A)= R(B)= 2,
 

B 的第 1,
 

2 列线性无关,
 

由于 A 的列向量组与 B 的对应的列向

量组有相同的线性组合关系,
 

故与其对应的 A 的第 1,
 

2 列线性无关,
 

即 α1,
 

α2 是该向量组

的一个极大线性无关组.
(2)α1 =(1,

 

2,
 

1,
 

3),
 

α2 =(4,
 

-1,
 

-5,
 

-6),
 

α3 =(1,
 

-3,
 

-4,
 

-7),
 

α4 =(2,
 

1,
 

-1,
 

0);
 

解:
 

把向量组作为列向量组成矩阵 A,
 

利用初等行变换将 A 化为行阶梯形矩阵 B:
 

A = (αT
1αT

2αT
3αT

4 )=

1 4 1 2
2 -1 -3 1
1 -5 -4 -1
3 -6 -7 0

( )
-2r1 +r2
-r1 +r3

-3r1 +r4→

1 4 1 2
0 -9 -5 -3
0 -9 -5 -3
0 -18 -10 -6

( ) -r2 +r3
-2r2 +r4→

1 4 1 2
0 -9 -5 -3
0 0 0 0
0 0 0 0

( ) =B
 

易见 R(A)= R(B)= 2,
 

B 的第 1,
 

2 列线性无关,
 

由于 A 的列向量组与 B 的对应的列向

量组有相同的线性组合关系,
 

故与其对应的 A 的第 1,
 

2 列线性无关,
 

即 α1,
 

α2 是该向量组

的一个极大线性无关组.
(3)

 

α1 = (1,
 

-1,
 

2,
 

4),
 

α2 = (0,
 

3,
 

1,
 

2),
 

α3 = (3,
 

0,
 

7,
 

14),
 

α4 = (1,
 

-1,
 

2,
 

0),
 

α5 = (2,
 

1,
 

5,
 

6) .
解:

 

把向量组作为列向量组成矩阵 A,
 

利用初等行变换将 A 化为行阶梯形矩阵 B:
 

A = αT
1αT

2αT
3αT

4αT
5( ) =

1 0 3 1 2
-1 3 0 -1 1
2 1 7 2 5
4 2 14 0 6

( )
r1 +r2

-2r1 +r3
-4r1 +r4→

1 0 3 1 2
0 3 3 0 3
0 1 1 0 1
0 2 2 -4 -2

( )
-3r3 +r2
-2r3 +r4→

1 0 3 1 2
0 0 0 0 0
0 1 1 0 1
0 0 0 -4 -4

( ) r2 ↔r3
r3 ↔r4→

1 0 3 1 2
0 1 1 0 1
0 0 0 -4 -4
0 0 0 0 0

( ) =B

易见 R(A)= R(B)= 3,
 

B 的第 1,
 

2,
 

4 列线性无关,
 

由于 A 的列向量组与 B 的对应的列

向量组有相同的线性组合关系,
 

故与其对应的 A 的第 1,
 

2,
 

4 列线性无关,
 

即 α1,
 

α2,
 

α4 是

该向量组的一个极大线性无关组.
8. 设向量组 α1,

 

α2,
 

…,
 

αm 与 β1,
 

β2,
 

…,
 

βs 秩相同,
 

且 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 能经 β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 线性表出. 证明 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 与 β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 等价.
证明:

 

设向量组 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 与 β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 秩均为 r,
 

则不妨设向量组 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 与 β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 各自的一个极大线性无关组分别为:
 

αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αir
和 β j1

,
 

β j2
,

 

…,
 

β jr
,
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其中 i1,
 

i2,
 

…,
 

ir∈{1,
 

2,
 

…,
 

m},
 

j1,
 

j2,
 

…,
 

jr∈{1,
 

2,
 

…,
 

s} . 于是有:
 

αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αir
线性无关,

 

β j1
,

 

β j2
,

 

…,
 

β jr
线性无关;

 

αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αir
与 α1,

 

α2,
 

…,
 

αm 等价,
 

β j1
,

 

β j2
,

 

…,
 

β jr
与 β1,

 

β2,
 

…,
 

β s 等价.
以下讨论向量组 α1,

 

α2,
 

…,
 

αm,
 

β1,
 

β2,
 

…,
 

β s .
因为 β j1

,
 

β j2
,

 

…,
 

β jr
是 β1,

 

β2,
 

…,
 

β s 的一个极大线性无关组,
 

所以 β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 能

经 β j1
,

 

β j2
,

 

…,
 

β jr
线性表示,

 

又由题目已知 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 能经 β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 线性表示,
 

所以 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 也能经 β j1
,

 

β j2
,

 

…,
 

β jr
线性表示,

 

综上得:
 

α1,
 

α2,
 

…,
 

αm,
 

β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 能经 β j1
,

 

β j2
,

 

…,
 

β jr
线性表示.

又由 β j1
,

 

β j2
,

 

…,
 

β jr
线性无关可知,

 

β j1
,

 

β j2
,

 

…,
 

β jr
是向量组α1,

 

α2,
 

…,
 

αm,
 

β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 的一个极大线性无关组,
 

故向量组 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm,
 

β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 的秩为 r.
由教材 64 页推论,

 

秩为 r 的向量组中任意含 r 个向量的线性无关的部分组都是极大线性

无关组,
 

所以由 αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αir
线性无关且刚好含 r 个向量可知,

 

αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αir
也是向量

组 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm,
 

β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 的一个极大线性无关组.
由性质 2,

 

αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αir
与 β j1

,
 

β j2
,

 

…,
 

β jr
作为 α1,

 

α2,
 

…,
 

αm,
 

β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 的两

个极大线性无关组等价,
 

又因为 αi1
,

 

αi2
,

 

…,
 

αir
与 α1,

 

α2,
 

…,
 

αm 等价,
 

β j1
,

 

β j2
,

 

…,
 

β jr
与

β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 等价,
 

所以由等价关系的传递性可知,
 

α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 与 β1,
 

β2,
 

…,
 

β s 等价.
9. 求下列矩阵的行向量组的一个极大线性无关组:

 

(1)
 

1 2 1 4
3 4 -5 4
3 1 2 6
1 3 0 4

( ) ;
 

解:
 

把行向量组转置为列向量组成矩阵 A,
 

利用初等行变换将 A 化为行阶梯形矩阵 B:
 

设 A= (αT
1αT

2αT
3αT

4 )=

1 2 1 4
3 4 -5 4
3 1 2 6
1 3 0 4

( )
T

=

1 3 3 1
2 4 1 3
1 -5 2 0
4 4 6 4

( )
　

-2r1 +r2
-r1 +r3

-4r1 +r4→

1 3 3 1
0 -2 -5 1
0 -8 -1 -1
0 -8 -6 0

( ) -r4 +r3
-4r2 +r4→

1 3 3 1
0 -2 -5 1
0 0 5 -1
0 0 14 -4

( )

　
- 14

5
r3 +r4

→

1 3 3 1
0 -2 -5 1
0 0 5 -1

0 0 0 - 6
5

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

=B

易见 R(A)= R(B)= 4,
 

B 的第 1,
 

2,
 

3,
 

4 列线性无关,
 

由于 A 的列向量组与 B 的对应的列向

量组有相同的线性组合关系,
 

故与其对应的 A 的第 1,
 

2,
 

3,
 

4 列线性无关,
 

即 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4

为一个极大线性无关组.
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(2)
 

1 1 2 2 1
0 2 1 5 -1
2 0 3 1 3
1 1 0 4 -1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

.

解:
 

把行向量组转置为列向量组成矩阵 A,
 

利用初等行变换将 A 化为行阶梯形矩阵 B:
 

设 A = (αT
1αT

2αT
3αT

4 )=

1 1 2 2 1
0 2 1 5 -1
2 0 3 1 3
1 1 0 4 -1

( )
T

=

1 0 2 1
1 2 0 1
2 1 3 0
2 5 1 4
1 -1 3 -1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

-r1 +r2
-2r1 +r3
-2r1 +r4
-r1 +r5→

1 0 2 1
0 2 -2 0
0 1 -1 -2
0 5 -3 2
0 -1 1 -2

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

- 1
2
r2

-r2 +r3
-5r2 +r4
r2 +r5→

1 0 2 1
0 1 -1 0
0 0 0 -2
0 0 2 2
0 0 0 -2

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

-r3 +r5
r3 ↔r4→

1 0 2 1
0 1 -1 0
0 0 2 2
0 0 0 -2
0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

=B

易见 R(A)= R(B)= 4,
 

B 的第 1,
 

2,
 

3,
 

4 列线性无关,
 

由于 A 的列向量组与 B 的对应的

列向量组有相同的线性组合关系,
 

故与其对应的 A 的第 1,
 

2,
 

3,
 

4 列线性无关,
 

即 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 为一个极大线性无关组.
10. 集合 V= {(x1,

 

x2,
 

…,
 

xn) | x1,
 

x2,
 

…,
 

xn∈R 且 x1 +x2 +…+xn = 0}是否构成向量空

间? 为什么?
 

解:
 

集合 V= {(x1,
 

x2,
 

…,
 

xn) | x1,
 

x2,
 

…,
 

xn∈R 且 x1 +x2 +…+xn = 0}构成向量空间. 以下给

出证明.
因为 0+0+…+0üþ ýï ï ï

n个0

= 0,
 

所以零向量
 

(0,
 

0,
 

…,
 

0üþ ýï ï ï ï

n个0

)∈V,
 

所以 V 非空.
 

对于 α= (x1,
 

x2,
 

…,
 

xn)∈V,
 

β = (y1,
 

y2,
 

…,
 

yn)∈V
 

和常数 k 有:
 

x1 +x2 +…+xn = 0,
 

y1 +y2 +…+yn = 0
所以有:

 

(x1 +y1) +(x2 +y2) +…+(xn+yn)= 0,
 

kx1 +kx2 +…+kxn = 0
 

所以 α+β = (x1 +y1,
 

x2 +y2,
 

…,
 

xn+yn)∈V
向量 kα= (kx1,

 

kx2,
 

…,
 

kxn)∈V
 

由定义 3. 14,
 

集合 V 构成向量空间.
11. 试证:

 

由 α1 = (1,
 

1,
 

0),
 

α2 = (1,
 

0,
 

1),
 

α3 = (0,
 

1,
 

1)
 

生成的向量空间恰为 R3 .
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　 　 证明:
 

显然 α1∈R3,
 

α2∈R3,
 

α3∈R3,
 

所以由 α1,
 

α2,
 

α3
 生成的向量空间 L(α1,

 

α2,
 

α3)⊆R3 .
反之,

 

任取 R3 中向量 β = (x1,
 

x2,
 

x3),
 

容易得出:
 

β = (x1,
 

x2,
 

x3)= 1
2

(x1 +x2 -x3)α1 + 1
2

(x1 -x2 +x3)α2 + 1
2

( -x1 +x2 +x3)α3

所以 β∈L(α1,
 

α2,
 

α3),
 

于是有 R3⊆L(α1,
 

α2,
 

α3) .
综上有:

 

L(α1,
 

α2,
 

α3)= R3 .
12. 求由向量 α1 = (1,

 

2,
 

1,
 

0),
 

α2 = (1,
 

1,
 

1,
 

2),
 

α3 = (3,
 

4,
 

3,
 

4),
 

α4 = (1,
 

1,
 

2,
 

1),
 

α5 = (4,
 

5,
 

6,
 

4)所生成的向量空间的一组基及其维数.
解:

 

把行向量组转置为列向量组成矩阵 A,
 

利用初等行变换将 A 化为行阶梯形矩阵 B:
 

设 A= (αT
1αT

2αT
3αT

4αT
5 )=

1 1 3 1 4
2 1 4 1 5
1 1 3 2 6
0 2 4 1 4

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

-2r1 +r2
-r1 +r3→

1 1 3 1 4
0 -1 -2 -1 -3
0 0 0 1 2
0 2 4 1 4

( )
2r2 +r4→

1 1 3 1 4
0 -1 -2 -1 -3
0 0 0 1 2
0 0 0 -1 -2

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

r3 +r4→

1 1 3 1 4
0 -1 -2 -1 -3
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

=B

易见 R(A)= R(B)= 3,
 

B 的第 1,
 

2,
 

4 列线性无关,
 

由于 A 的列向量组与 B 的对应的列

向量组有相同的线性组合关系,
 

故与其对应的 A 的第 1,
 

2,
 

4 列线性无关.
所以 α1,

 

α2,
 

α4 为向量 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4,
 

α5 生成的向量空间的一组基,
 

其维数为 3.
13. 在 R3 中求一个向量 γ,

 

使它在下面两个基

(1)α1 = (1,
 

0,
 

1),
 

α2 = ( -1,
 

0,
 

0),
 

α3 = (0,
 

1,
 

1);
 

(2)β1 = (1,
 

0,
 

1),
 

β2 = (1,
 

-1,
 

0),
 

β3 = (1,
 

1,
 

1) .
下有相同的坐标.

解:
 

设 γ= x1α1 +x2α2 +x3α3 = x1β1 +x2β2 +x3β3,
 

则有:
 

x1(α1 -β1) +x2(α2 -β2) +x3(α3 -β3)= 0
 

展开得:
 

x2( -2,
 

1,
 

0) +x3( -1,
 

0,
 

0)= 0
 

取 x1 = 1,
 

x2 = 0,
 

x3 = 0 即可,
 

也就是说:
 

γ=α1 =β1 = (1,
 

0,
 

1)
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