
　 　 第 4 章习题答案　 　

1. 用消元法解下列线性方程组.
 

(1)
 

2x1 +4x2 +3x3 = 8,
 

x1 +3x2 +5x3 = 12,
 

5x1 +3x2 +6x3 = 10;
 

ì

î

í

ï
ï

ïï

 

解:
 

用消元法求解线性方程组:
 

2x1 +4x2 +3x3 = 8,
 

x1 +3x2 +5x3 = 12,
 

5x1 +3x2 +6x3 = 10,

ì

î

í

ï
ï

ïï

第一个方程与第二个方程互换
→

x1 +3x2 +5x3 = 12,
 

2x1 +4x2 +3x3 = 8,
5x1 +3x2 +6x3 = 10

ì

î

í

ï
ï

ïï

第一个方程两边同乘-2 加到第二个方程
第二个方程两边同乘-5 加到第三个方程

→
x1 +3x2 +5x3 = 12,

 

-2x2 -7x3 = -16,
-12x2 -19x3 = -50,

ì

î

í

ï
ï

ïï

第二个方程两边同乘-6 加到第三个方程
→

x1 +3x2 +5x3 = 12,
-2x2 -7x3 = -16,
23x3 = 46,

ì

î

í

ï
ï

ïï

第三个方程两边同乘
1
23
→

x1 +3x2 +5x3 = 12,
-2x2 -7x3 = -16,
x3 = 2,

ì

î

í

ï
ï

ïï

第三个方程两边同乘-5 加到第一个方程
第三个方程两边同乘 7 加到第二个方程

→
x1 +3x2 = 2,
-2x2 = -2,
x3 = 2,

ì

î

í

ï
ï

ïï

第二个方程两边同乘- 1
2
→

x1 +3x2 = 2,
x2 = 1,
x3 = 2,

ì

î

í

ï
ï

ïï

第二个方程两边同乘-3 加到第一个方程
→

x1 = -1,
x2 = 1,
x3 = 2,

ì

î

í

ï
ï

ïï

即得原方程的解:
 

x1 = -1,
 

x2 = 1,
 

x3 = 2.
 

(2)
 

x1 +3x2 -x3 +2x4 = 9,
3x1 +3x2 +x3 +5x4 = 14,
2x1 +x2 +x3 -2x4 = 2,
2x1 +3x2 +4x3 -4x4 = 4.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï
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解:
 

用消元法求解线性方程组:
 

x1 +3x2 -x3 +2x4 = 9,
3x1 +3x2 +x3 +5x4 = 14,
2x1 +x2 +x3 -2x4 = 2,
2x1 +3x2 +4x3 -4x4 = 4,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

第一个方程两边同乘-3 加到第二个方程
第一个方程两边同乘-2 加到第三个方程
第一个方程两边同乘-2 加到第四个方程

→

x1 +3x2 -x3 +2x4 = 9,
-6x2 +4x3 -x4 = -13,

-5x2 +3x3 -6x4 = -16,
-3x2 +6x3 -8x4 = -14,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

第二个方程两边同乘-6 加到第三个方程
第二个方程两边同乘-8 加到第四个方程

→

x1 +3x2 -x3 +2x4 = 9,
-6x2 +4x3 -x4 = -13,
31x2 -21x3 = 62,
45x2 -26x3 = 90,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

第三个方程两边同乘- 45
31

加到第四个方程

→

x1 +3x2 -x3 +2x4 = 9,
-6x2 +4x3 -x4 = -13,
31x2 -21x3 = 62,
139
31

x3 = 0,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

第四个方程两边同乘
31

139
第四个方程两边同乘 1 加到第一个方程
第四个方程两边同乘-4 加到第二个方程
第四个方程两边同乘 21 加到第三个方程

→

x1 +3x2 +2x4 = 9,
-6x2 -x4 = -13,
31x2 = 62,
x3 = 0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

第三个方程两边同乘
1

31
第三个方程两边同乘-3 加到第一个方程
第三个方程两边同乘 6 加到第二个方程

→

x1 +2x4 = 3,
-x4 = -1,
x2 = 2,
x3 = 0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

第二个方程两边同乘-1
第二个方程两边同乘-2 加到第一个方程

→

x1 = 1,
x4 = 1,
x2 = 2,
x3 = 0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

第二个方程和第三个方程互换
第三个方程和第四个方程互换

→

x1 = 1,
x2 = 2,
x3 = 0,
x4 = 1,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï
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得原方程的解:
 

x1 = 1,
 

x2 = 2,
 

x3 = 0,
 

x4 = 1.
 

2. 求下列齐次线性方程组的基础解系,
 

并写出通解.
 

(1)

x1 +2x2 -3x3 = 0,
 

x1 +x2 +2x3 = 0,
 

4x1 +7x2 -7x3 = 0;

ì

î

í

ï
ï

ïï

解:
 

对齐次线性方程组的系数矩阵 A 作初等行变换,
 

将 A 化为行最简形:
 

A=
1 2 -3
1 1 2
4 7 -7

( ) -r1 +r2
-4r1 +r3→

1 2 -3
0 -1 5
0 -1 5

( )
-r2

-2r2 +r1
r2 +r3→

1 0 7
0 1 -5
0 0 0

( )
 

得 R(A)= 2<3,
 

已知方程组有非零解,
 

且有 3-2 = 1 个自由未知量,
 

其同解方程组为:
 

x1 +7x3 = 0
x2 -5x3 = 0{

 

取 x3 为自由未知量,
 

得:
 

x1 = -7x3

x2 = 5x3
{
令

x3 = 1
得

x1

x2
( ) = -7

5( )
 

从而得基础解系

ξ1 =
-7
5
1

( )
 

所以,
 

已知方程组的通解为 x= cξ1(其中 c 为任意常数) .

(2)

x1 -2x2 +3x3 -2x4 = 0,
 

2x1 +x2 -x3 +3x4 = 0,
3x1 -x2 +2x3 +x4 = 0,
5x1 -5x2 +8x3 -3x4 = 0;

 

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

 

解:
 

对齐次线性方程组的系数矩阵 A 作初等行变换,
 

将 A 化为行最简形:

A=

1 -2 3 -2
2 1 -1 3
3 -1 2 1
5 -5 8 -3

( )
-2r1 +r2
-3r1 +r3
-5r1 +r4→

1 -2 3 -2
0 5 -7 7
0 5 -7 7
0 5 -7 7

( ) -r2 +r3
-r2 +r4→

1 -2 3 -2
0 5 -7 7
0 0 0 0
0 0 0 0

( )
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1
5
r2

→

1 -2 3 -2

0 1 - 7
5

7
5

0 0 0 0
0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

2r2 +r1→

1 0 1
5

4
5

0 1 - 7
5

7
5

0 0 0 0
0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

得 R(A) = 2 < 4,
 

已知方程组有非零解,
 

且有 4 - 2 = 2 个自由未知量,
 

其同解方程组

为:
 

x1 + 1
5
x3 + 4

5
x4 = 0,

 

x2 - 7
5
x3 + 7

5
x4 = 0,

 

{

 

取 x3,
 

x4 为自由未知量,
 

得:
 

x1 = - 1
5
x3 - 4

5
x4,

 

x2 = 7
5
x3 - 7

5
x4,

 

{

令
x3

x4
( ) =

5
0( ) ,

 0
5( ) ,

 

得
x1

x2
( ) =

-1
7( ) ,

 -4
-7( ) ,

 

从而得基础解系 ξ1 =

-1
7
5
0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

ξ2 =

-4
-7
0
5

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
  

所以,
 

已知方程组的通解为 x= c1ξ1 +c2ξ2(其中 c1,
 

c2 为任意常数) .

(3)
x1 +x2 +x3 +2x4 +5x5 = 0,
2x1 -3x2 +3x3 +5x4 +6x5 = 0,

 

3x1 +5x2 +5x3 +8x4 +9x5 = 0;

ì

î

í

ï
ï

ïï

 

解:
 

对齐次线性方程组的系数矩阵 A 作初等行变换,
 

将 A 化为行最简形

A =
1 1 1 2 5
2 -3 3 5 6
3 5 5 8 9

( ) -2r1 +r2
-3r1 +r3→

1 1 1 2 5
0 -5 1 1 -4
0 2 2 2 -6

( )
- 1

2
r3

5r3 +r2→

1 1 1 2 5
0 0 6 6 -19
0 1 1 1 -3

( )
r2 ↔r3

1
6
r3

→

1 1 1 2 5
0 1 1 1 -3

0 0 1 1 -19
6

( ) -r2 +r1
-r3 +r2→

1 0 0 1 8

0 1 0 0 1
6

0 0 1 1 -19
6

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

得 R(A) = 3 < 5,
 

已知方程组有非零解,
 

且有 5 - 3 = 2 个自由未知量,
 

其同解方程组

为:

x1 +x4 +8x5 = 0,

x2 + 1
6
x5 = 0,

x3 +x4 -19
6
x5 = 0,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï
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取 x4,
 

x5 为自由未知量,
 

得:
 

x1 = -x4 -8x5,

x2 = - 1
6
x5,

x3 = -x4 +19
6
x5,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

令
x4

x5
( ) = 1

0( ) ,
 0

6( ) ,
 

得

x1

x2

x3
( ) =

-1
0

-1
( ) ,

 

-48
-1
19

( ) ,
 

从而得基础解系 ξ1 =

-1
0

-1
1
0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,
 

ξ2 =

-48
-1
19
0
6

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,
 

所以,
 

已知方程组的通解为 x= c1ξ1 +c2ξ2(其中 c1,
 

c2 为任意常数) .

(4)
x1 +x2 -2x3 +2x4 -3x5 = 0,
x1 +2x2 +x3 -3x4 -2x5 = 0,
2x1 +3x2 -x3 -x4 -5x5 = 0.

ì

î

í
ïï

ïï

 

解:
 

对齐次线性方程组的系数矩阵 A 作初等行变换,
 

将 A 化为行最简形

A=
1 1 -2 2 -3
1 2 1 -3 -2
2 3 -1 -1 -5

( ) -r1 +r2
-2r1 +r3→

1 1 -2 2 -3
0 1 3 -5 1
0 1 3 -5 1

( ) -r2 +r1
-r2 +r3→

1 0 -5 7 -4
0 1 3 -5 1
0 0 0 0 0

( )
 

得 R(A) = 2 < 5,
 

已知方程组有非零解,
 

且有 5 - 2 = 3 个自由未知量,
 

其同解方程组

为:
 x1 -5x3 +7x4 -4x5 = 0,

 

x2 +3x3 -5x4 +x5 = 0,{
 

取 x3,
 

x4,
 

x5 为自由未知量,
 

得:
 x1 = 5x3 -7x4 +4x5,

 

x2 = -3x3 +5x4 -x5,
 {

令

x3

x4

x5
( ) =

1
0
0

( ) ,
 

0
1
0

( ) ,
 

0
0
1

( ) ,
 

得
x1

x2
( ) = 5

-3( ) ,
 -7

5( ) ,
 4

-1( ) ,
 

从而得基础解系 ξ1 =

5
-3
1
0
0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,
 

ξ2 =

-7
5
0
1
0

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,
 

ξ3 =

4
-1
0
0
1

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

,
 

所以,
 

已知方程组的通解为 x= c1ξ1 +c2ξ2 +c3ξ3(其中 c1,
 

c2,
 

c3 为任意常数) .
3. 解下列非齐次线性方程组.

 

(1)
x1 -x2 +2x3 +x4 = 1,
x1 -x2 +3x3 -x4 = -1,
2x1 -x2 +x3 -x4 = 5;

ì

î

í
ïï

ïï
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　 　 解:
 

对线性方程组的增广矩阵 A进行初等行变换,
 

将 A化成行最简形

A=
1 -1 2 1 1
1 -1 3 -1 -1
2 -1 1 -1 5

( ) -r1 +r2
-2r1 +r3→

1 -1 2 1 1
0 0 1 -2 -2
0 1 -3 -3 3

( )
-2r2 +r1
3r2 +r3→

1 -1 0 5 5
0 0 1 -2 -2
0 1 0 -9 -3

( ) r3 +r1
r2 ↔r3→

1 0 0 -4 2
0 1 0 -9 -3
0 0 1 -2 -2

( )
R(A)= R(A)= 3<4,

 

方程组有无穷多组解,
 

与已知方程组同解的方程组为:
x1 -4x4 = 2,
x2 -9x4 = -3
x3 -2x4 = -2,

ì

î

í
ïï

ïï
,

 

取 x4 为自由未知量,
 

得
 

x1 = 2+4x4,
 

x2 = -3+9x4,
 

x3 = -2+2x4,
 

ì

î

í
ïï

ïï

令 x4 = 0,
 

得非齐次线性方程组的一个特解为:
 

η0 = (2,
 

-3,
 

-2,
 

0) T .
 

去掉 A的常数列(最后一列),
 

得原方程组导出的齐次线性方程组的一个基础解系为

ξ1 = (4,
 

9,
 

2,
 

1) T,
 

　
所以非齐次线性方程组的通解为:

 

x=η0 +cξ1,
 

其中 c 为任意常数.

(2)
 

2x1 +x2 -x3 +3x4 = 2,
 

3x1 +3x2 -2x3 +2x4 = 3,
 

x1 +2x2 -2x3 -x4 = 3,
 

ì

î

í
ïï

ïï

 

解:
 

对线性方程组的增广矩阵 A进行初等行变换,
 

将 A化成行最简形

A=
2 1 -1 3 2
3 3 -2 2 3
1 2 -2 -1 3

( ) -2r3 +r1
-3r3 +r2→

0 -3 3 5 -4
0 -3 4 5 -6
1 2 -2 -1 3

( )
-r1 +r2→

0 -3 3 5 -4
0 0 1 0 -2
1 2 -2 -1 3

( ) -3r2 +r1
2r2 +r3→

0 -3 0 5 2
0 0 1 0 -2
1 2 0 -1 -1

( )
- 1

3
r1

-2r1 +r3→

0 1 0 - 5
3

- 2
3

0 0 1 0 -2

1 0 0 7
3

1
3

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

r1 ↔r2
r2 ↔r3→

1 0 0 7
3

1
3

0 1 0 - 5
3

- 2
3

0 0 1 0 -2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

R(A)= R(A)= 3<4,
 

方程组有无穷多组解,
 

与已知方程组同解的方程组为

x1 + 7
3
x4 = 1

3

x2 - 5
3
x4 = - 2

3
x3 = -2,

 

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

,
 

取 x4 为自由未知量,
 

得
 

x1 = 1
3

- 7
3
x4,

x2 = - 2
3

+ 5
3
x4,

x3 = -2,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

令 x4 = 1,
 

得非齐次线性方程组的一个特解为:
 

η0 = ( -2,
 

1,
 

-2,
 

1) T
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去掉 A的常数列(最后一列),
 

得原方程组导出的齐次线性方程组的一个基础解系为 ξ1 =
( -7,

 

5,
 

0,
 

3) T
 

所以非齐次线性方程组的通解为:
 

x=η0 +cξ1,
 

其中 c 为任意常数.

(3)
 

x1 +x2 +x3 = 5,
2x1 +x2 -x3 = 2,
x1 -2x2 +x3 = -1,
2x1 -x2 +2x3 = 4;

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解:
 

对线性方程组的增广矩阵 A进行初等行变换,
 

将 A化成行最简形

A =

1 1 1 5
2 1 -1 2
1 -2 1 -1
2 -1 2 4

( )
-r1 +r3
-r2 +r4

-2r1 +r2→

1 1 1 5
0 -1 -3 -8
0 -3 0 -6
0 -2 3 2

( )
- 1

3
r3

r3 +r2
2r3 +r4→

1 1 1 5
0 0 -3 -6
0 1 0 2
0 0 3 6

( )
r4 +r2

-r3 +r1
1
3
r4

→

1 0 1 3
0 0 0 0
0 1 0 2
0 0 1 2

( )
-r4 +r1
r2 ↔r3
r3 ↔r4→

1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 2
0 0 0 0

( )
R(A)= R(A)= 3 = 3,

 

方程组有唯一解,
 

与已知方程组同解的方程组为

x1 = 1
x2 = 2
x3 = 2

ì

î

í

ïï

ïï

令

η0 =
1
2
2

( )
 

得非齐次方程组的通解为 x=η0 .

(4)
 

x1 +3x2 -2x3 +x4 +x5 = -2,
3x1 +2x2 +5x3 +x4 -3x5 = 1,
4x1 +3x2 +3x3 +2x4 +6x5 = 1,
5x1 +4x2 +x3 +3x4 -3x5 = 1.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

解:
 

对线性方程组的增广矩阵 A进行初等行变换,
 

将 A化成行最简形

A =

1 3 -2 1 1 -2
3 2 5 1 -3 1
4 3 3 2 6 1
5 4 1 3 -3 1

( ) -r3 +r4
-r2 +r3→

1 3 -2 1 1 -2
3 2 5 1 -3 1
1 1 -2 1 9 0
1 1 -2 1 -9 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
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-r3 +r1
-3r3 +r2
-r3 +r4→

0 2 0 0 -8 -2
0 -1 11 -2 -30 1
1 1 -2 1 9 0
0 0 0 0 -18 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

- 1
18

r4

8r4 +r1
30r4 +r2
-9r4 +r3→

0 2 0 0 0 -2
0 -1 11 -2 0 1
1 1 -2 1 0 0
0 0 0 0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

1
2
r1

r1 +r2
-r1 +r3→

0 1 0 0 0 -1
0 0 11 -2 0 0
1 0 -2 1 0 1
0 0 0 0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

- 1
2
r2

-r2 +r3→

0 1 0 0 0 -1

0 0 -11
2

1 0 0

1 0 7
2

0 0 1

0 0 0 0 1 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

R(A)= R(A)= 4<5,
 

方程组有无穷多组解,
 

与已知方程组同解的方程组为

x2 = -1,
 

-11
2
x3 +x4 = 0,

x1 + 7
2
x3 = 1,

 

x5 = 0,

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

取 x3 为自由未知量,
 

得
 

x1 = 1- 7
2
x3,

 

x2 = -1,

x4 = 11
2
x3,

x5 = 0,

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

令 x3 = 2,
 

得非齐次线性方程组的一个特解为:
 

η0 = ( -6,
 

-1,
 

2,
 

11,
 

0) T .

去掉 A的常数列(最后一列),
 

得原方程组导出的齐次线性方程组的一个基础解系为 ξ1 =

( -7,
 

0,
 

2,
 

11,
 

0) T
 

所以非齐次线性方程组的通解为:
 

x=η0 +cξ1,
 

其中 c 为任意常数.
4. 设线性方程组

x1 -5x2 +2x3 -3x4 = 11
-3x1 +x2 -4x3 +2x4 = -5
-x1 -9x2 -4x4 = 17

ì

î

í
ïï

ïï
.

(1)求线性方程组的通解;
 

(2)求线性方程组满足条件 2x3 -x4 = 0 的全部解.
解:

 

(1)
 

对线性方程组的增广矩阵 A进行初等行变换,
 

将 A化成行最简形

A=
1 -5 2 -3 11

-3 1 -4 2 -5
-1 -9 0 -4 17

( ) 3r1 +r2
r1 +r3→

1 -5 2 -3 11
0 -14 2 -7 28
0 -14 2 -7 28

( )
-r2 +r3

- 1
14

r2

→

1 -5 2 -3 11

0 1 - 1
7

1
2

-2

0 0 0 0 0
( ) 5r2 +r1→

1 0 9
7

- 1
2

1

0 1 - 1
7

1
2

-2

0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷
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R(A)= R(A)= 2<4,
 

方程组有无穷多组解,
 

与已知方程组同解的方程组为

x1 + 9
7
x3 - 1

2
x4 = 1,

 

x2 - 1
7
x3 + 1

2
x4 = -2,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

取 x3,
 

x4 为自由未知量,
 

得

x1 = 1- 9
7
x3 + 1

2
x4,

x2 = -2+ 1
7
x3 - 1

2
x4,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

 

令 x3 = x4 = 0,
 

得非齐次线性方程组的一个特解为:
 

η0 = (1,
 

-2,
 

0,
 

0) T .

去掉 A的常数列(最后一列),
 

得原方程组导出的齐次线性方程组的一个基础解系为 ξ1 =
( -9,

 

1,
 

7,
 

0) T,
 

ξ2 = (1,
 

-1,
 

0,
 

2) T,
 

所以非齐次线性方程组的通解为:
 

x=η0 +c1ξ1 +c2ξ2,
 

其中 c1,
 

c2 为任意常数.

(2)
 

x1 = 1- 9
7
x3 + 1

2
x4,

x2 = -2+ 1
7
x3 - 1

2
x4,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

和 2x3 -x4 = 0 联立:
 

x1 = 1- 2
7
x3,

x2 = -2- 6
7
x3

x4 = 2x3,

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

,
 

令 ξ = ( -2,
 

-6,
 

7,
 

14) T 得

满足 2x3 -x4 = 0 的全部解为:
 

x=η0 +cξ,
 

其中 c 为任意常数.
5. 齐次线性方程组

x1 +x2 +λx3 = 0
x1 -λx2 -x3 = 0
x1 -x2 +2x3 = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï

,
 

当 λ 取何值时,
 

有非零解? 并求其通解.
解:

 

当它的系数矩阵的秩 r 小于未知数的个数 3,
 

也就是系数行列式为 0 时,
 

有非零解. 要使

系数行列式

D =
1 1 λ
1 -λ -1
1 -1 2

-r3 +r1
-r3 +r2



0 2 λ-2
0 1-λ -3
1 -1 2

= 2 λ-2
1-λ -3

= -(λ-2)(1-λ) -6 =λ2 -3λ-4 = 0
λ= -1 或者 λ= 4.
(1)当 λ= -1 时,

 

系数矩阵为:
 

A=
1 1 -1
1 1 -1
1 -1 2

( ) -r1 +r2
-r1 +r3→

1 1 -1
0 0 0
0 -2 3

( )
- 1

2
r3

-r3 +r1→

1 0 1
2

0 0 0

0 1 - 3
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

r2 ↔r3→

1 0 1
2

0 1 - 3
2

0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

 

对应齐次线性方程组为:
 

x1 + 1
2
x3 = 0,

x2 - 3
2
x3 = 0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

 

即

x1 = - 1
2
x3,

x2 = 3
2
x3,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

取 x3 = 2,
 

得基础解系 ξ1 =
-1
3
2

( ) ,
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此时通解为 x= c1ξ1,
 

其中 c1 为任意常数.
(2)当 λ= 4 时,

 

系数矩阵为:
 

A=
1 1 4
1 -4 -1
1 -1 2

( ) -r1 +r2
-r1 +r3→

1 1 4
0 -5 -5
0 -2 -2

( )
- 1

5
r2

2r2 +r3→

1 1 4
0 1 1
0 0 0

( ) -r2 +r1→
1 0 3
0 1 1
0 0 0

( )
对应齐次线性方程组为:

 
x1 +3x3 = 0,

 

x2 +x3 = 0,
 {

 

即
x1 = -3x3,
x2 = -x3,{ 取 x3 = 1,

 

得基础解系 ξ2 =
-3
-1
1

( ) ,
 

此时通解为 x= c2ξ2,
 

其中 c2 为任意常数.

6. λ 取何值时,
 

非齐次线性方程组

λx1 +x2 +x3 = 1,
 

x1 +λx2 +x3 =λ,

x1 +x2 +λx3 =λ2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(1)有唯一解? 并求解;
 

(2)无解;
 

(3)有无穷多组解? 并求解.
 

解:
 

(1)由克莱姆法则,
 

系数行列式 D≠0 时有唯一解.

D =
λ 1 1
1 λ 1
1 1 λ

-r2 +r1
-r2 +r3



λ-1 1-λ 0
1 λ 1
0 1-λ λ-1

c1 +c2
c3 +c2


λ-1 0 0
1 λ+2 1
0 0 λ-1

= (λ-1) λ+2 1
0 λ-1 = (λ-1) 2(λ+2)

 

λ≠-2 且 λ≠1 时,
 

非齐次线性方程组有唯一解. 此时对增广矩阵 A作初等行变换得:
 

A =
λ 1 1 1
1 λ 1 λ
1 1 λ λ2( ) -r2 +r1

-r2 +r3→

λ-1 1-λ 0 1-λ
1 λ 1 λ
0 1-λ λ-1 λ2 -λ

( )
1

λ-1
r1

→
1

1-λr3

1 -1 0 -1
1 λ 1 λ
0 1 -1 -λ

( )
-r1 +r2→

1 -1 0 -1
0 λ+1 1 λ+1
0 1 -1 -λ

( ) -(λ+1) r3 +r2→

1 -1 0 -1
0 0 λ+2 λ2 +2λ+1
0 1 -1 -λ

( )
1

λ+2
r2

r2 +r3→

1 -1 0 -1

0 0 1 (λ+1) 2

λ+2

0 1 0 1
λ+2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

r3 +r1→

1 0 0 -λ+1
λ+2

0 0 1 (λ+1) 2

λ+2

0 1 0 1
λ+2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

得唯一解为:
 

x1 = -λ+1
λ+2

,
 

x2 = 1
λ+2

,
 

x3 = (λ+1) 2

λ+2
 

(2)λ= -2 时,
 

非齐次线性方程组为

-2x1 +x2 +x3 = 1,
x1 -2x2 +x3 = -2,
x1 +x2 -2x3 = 4,

ì

î

í

ï
ï

ïï

三个方程左右分别相加得 0 = 3,
 

这

01



显然是不可能成立的,
 

所以此时非齐次线性方程组无解.

(3)λ= 1 时,
 

非齐次线性方程组为

x1 +x2 +x3 = 1,
 

x1 +x2 +x3 = 1,
 

x1 +x2 +x3 = 1,
 

ì

î

í

ï
ï

ïï

即 x1 = 1-x2 -x3,
 

此时显然有无穷多组

解,
 

令 η0 = (1,
 

0,
 

0) T,
 

ξ1 = ( -1,
 

1,
 

0) T,
 

ξ2 = ( -1,
 

0,
 

1) T,
 

得通解为 x=η0 +c1ξ1 +c2ξ2,
 

其中

c1,
 

c2
 为任意常数.

7. 设有线性方程组

x1 +x2 +2x3 +3x4 = 1,
 

x1 +3x2 +6x3 +x4 = 3,
 

3x1 -x2 -ax3 +15x4 = 3,
 

x1 -5x2 -10x3 +12x4 = b,
 

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

问 a,
 

b 为何值时,
 

线性方程组

(1)有唯一解;
 

(2)无解;
 

(3)有无穷多解? 在有无穷多组解时,
 

求出其通解.
解:

 

由克莱姆法则,
 

系数行列式 D≠0 时有唯一解.

D=

1 1 2 3
1 3 6 1
3 -1 -a 15
1 -5 -10 12

-r1 +r2
-3r1 +r3
-r1 +r4



1 1 2 3
0 2 4 -2
0 -4 -6-a 6
0 -6 -12 9

2r2 +r3
3r2 +r4



1 1 2 3
0 2 4 -2
0 0 2-a 2
0 0 0 3

= 6(2-a)

(1)当 a≠2 时,
 

线性方程组有唯一解;
 

当 a= 2 时,
 

对增广矩阵 A作初等行变换得:
 

A=

1 1 2 3 1
1 3 6 1 3
3 -1 -2 15 3
1 -5 -10 12 b

( )
-r1 +r2

-3r1 +r3
-r1 +r4→

1 1 2 3 1
0 2 4 -2 2
0 -4 -8 6 0
0 -6 -12 9 b-1

( )
2r2 +r3
3r2 +r4→

1 1 2 3 1
0 2 4 -2 2
0 0 0 2 4
0 0 0 3 b+5

( )
1
2
r2

1
2
r3

-3r3 +r4→

1 1 2 3 1
0 1 2 -1 1
0 0 0 1 2
0 0 0 0 b-1

( )
(2)当 a= 2 且 b≠1 时,

 

线性方程组无解. 当 a= 2 且 b= 1 时,
 

进一步对增广矩阵变形得:
 

1 1 2 3 1
0 1 2 -1 1
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0

( )
-3r3 +r1
r3 +r2→

1 1 2 0 -5
0 1 2 0 3
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0

( ) -r2 +r1→

1 0 0 0 -8
0 1 2 0 3
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

对应线性方程组

x1 = -8,
 

x2 +2x3 = 3,
 

x4 = 2,
 

ì

î

í

ï
ï

ïï

 

即

x1 = -8+0x3,
 

x2 = 3-2x3,
 

x3 = 0+1x3,
 

x4 = 2+0x3,
 

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

令 x=

x1

x2

x3

x4

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,
 

η0 =

-8
3
0
2

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

ξ1 =

0
-2
1
0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

得:
 

(3)
 

当

a= 2 且 b= 1 时,
 

线性方程组有无穷多组解,
 

通解为 x=η0 +cξ1,
 

其中 c 为任意常数.
8. 设 n 阶矩阵 A 各行元素之和均为零,

 

且 R(A) = n-1,
 

求齐次线性方程组 Ax = 0 的全

部解. 　
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解:
 

因为 n 阶矩阵 A 各行元素之和均为零,
 

所以 ξ1 = (1,
 

1,
 

…,
 

1üþ ýï ï ï ï

n个1

) T 是齐次线性方程组 Ax=

0 的一个解.
又由 R(A)= n-1 得,

 

齐次线性方程组 Ax= 0 的基础解系拥有 n-R(A)= n-(n-1)= 1 个

解向量,
 

显然这就是 ξ1 = (1,
 

1,
 

…,
 

1üþ ýï ï ï ï

n个1

) T,
 

所以齐次线性方程组 Ax= 0 的全部解为 x = cξ1,
 

其

中 c 为任意常数.

9. 设 A=
1 -1 2
2 -2 4
4 -4 8

( ) ,
 

求一秩为 2 的 3 阶方阵 B,
 

使 AB=O.

解:
 

对齐次线性方程组 AX= 0 的系数矩阵 A 做初等行变换化成行最简形:
 

A=
1 -1 2
2 -2 4
4 -4 8

( )
-2r1 +r2
-4r1 +r3→

1 -1 2
0 0 0
0 0 0

( )

对应的线性方程组为 x1 -x2 +2x3 = 0,
 

即

x1 = 1x2 -2x3,
 

x2 = 1x2 +0x3,
 

x3 = 0x2 +1x3,
 

ì

î

í

ïï

ïï

 

显然其基础解系有两个解向量:
 

ξ1 =
1
1
0

( ) ,
 

ξ2 =
-2
0
1

( ) ,

于是可以设 3 阶方阵 B= (ξ1 　 ξ2 　 0)=
1 -2 0
1 0 0
0 1 0

( ) ,
 

显然 R(B)= 2 且 AB=O.

10. 已知 η1,
 

η2,
 

η3 是三元非齐次线性方程组 Ax=b 的解,
 

且 R(A)= 1 及

η1 +η2 =
1
0
0

( ) ,
 

η2 +η3 =
1
2
0

( ) ,
 

η1 +η3 =
1
2
3

( ) ,
 

求:
 

方程组 Ax=b 的通解.
解:

 

η1 = 1
2

((η1 +η2) +(η1 +η3) -(η2 +η3))= 1
2

1
0
0

( ) +
1
2
3

( ) -
1
2
0

( )( ) =

1
2
0
3
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

 

由线性方程组解的结构定理 2,
 

导出组基础解系含有 n-R(A)= 3-1 = 2 个线性无关的解

向量.

由性质 1,
 

ξ1 =η3 -η1 = (η2 +η3) -(η1 +η2)=
1
2
0

( ) -
1
0
0

( ) =
0
2
0

( )
 

和 ξ2 =η1 -η2 = (η1 +η3) -(η2 +

21



η3)=
1
2
3

( ) -
1
2
0

( ) =
0
0
3

( ) 都是导出组的解向量,
 

显然它们线性无关,
 

所以组成导出组的基础解系.

所以方程组 Ax= b 的通解为:
 

x=η1 +c1ξ1 +c2ξ2,
 

其中 c1,
 

c2 为任意常数.
11. 已知齐次线性方程组 Ax= 0 通解为:

 

ξ= c1

1
0
2
3

( ) +c2

0
1

-1
1

( )
 

(c1,
 

c2 为任意常数)

求此线性方程组.
解:

 

在通解 ξ= c1

1
0
2
3

( ) +c2

0
1

-1
1

( ) 中,
 

设 ξ=

x1

x2

x3

x4

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

c1 = x1,
 

c2 = x2,
 

则有:
 

x1

x2

x3

x4

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

= x1

1
0
2
3

( ) +x2

0
1

-1
1

( ) =

x1

x2

2x1 -x2

3x1 +x2

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

对应线性方程组为:
 

x1 = x1,
x2 = x2,
x3 = 2x1 -x2,
x4 = 3x1 +x2,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

 

整理得所求的齐次线性方程组为:
 

2x1 -x2 -x3 = 0,
3x1 +x2 -x4 = 0.{

 

12.设 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4
 为齐次线性方程组 Ax=0 的基础解系,

 

若 β1 =α2 +α3 +α4,
 

β2 =α1 +α3 +
α4,

 

β3 =α1 +α2 +α4,
 

β4 =α1 +α2 +α3,
 

问:
 

β1,
 

β2,
 

β3,
 

β4 是否可作为方程组 Ax= 0 的基础解系.
解:

 

因为 α1 = - 2
3
β1 + 1

3
β2 + 1

3
β3 + 1

3
β4,

 

α2 = - 2
3
β2 + 1

3
β1 + 1

3
β3 + 1

3
β4,

 

α3 = - 2
3
β3 + 1

3
β1 + 1

3
β2 + 1

3
β4,

 

α4 = - 2
3
β4 + 1

3
β1 + 1

3
β2 + 1

3
β3,

 

所以向量组 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4

和向量组 β1,
 

β2,
 

β3,
 

β4 可以互相线性表示,
 

所以它们等价.
因为 α1,

 

α2,
 

α3,
 

α4 为齐次线性方程组 Ax = 0 的基础解系,
 

所以向量组 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4

线性无关,
 

其秩为 4. 由于等价向量组有相同的秩,
 

向量组 β1,
 

β2,
 

β3,
 

β4 的秩自然也为 4,
 

所

以向量组 β1,
 

β2,
 

β3,
 

β4 也线性无关.
而任意一个 Ax= 0 的解可以由 α1,

 

α2,
 

α3,
 

α4 线性表示,
 

α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 又可由 β1,
 

β2,
 

β3,
 

β4 线性表示,
 

所以任意一个 Ax= 0 的解可以由 β1,
 

β2,
 

β3,
 

β4 线性表示.
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由定义 2,
 

β1,
 

β2,
 

β3,
 

β4 可以作为齐次线性方程组 Ax= 0 的基础解系.

13. 设有四元齐次线性方程组(Ⅰ):
 x1 +x2 = 0,

 

x2 -x4 = 0,
 { 和(Ⅱ):

 x1 -x2 +x3 = 0,
 

x2 -x3 +x4 = 0.{
(1)分别求方程组(Ⅰ)和方程组(Ⅱ)的基础解系;

 

(2)求方程组(Ⅰ)和方程组(Ⅱ)的公共解.
解:

 

(1)
 

(Ⅰ):
 x1 +x2 = 0,
x2 -x4 = 0,

 { ⇒

x1 = -1x2 +0x3,
x2 = 1x2 +0x3,
x3 = 0x2 +1x3,
x4 = 1x2 +0x3,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

 

所以其基础解系为 ξ1 =

-1
1
0
1

( ) ,
 

ξ2 =

0
0
1
0

( ) .  

(Ⅱ):
 x1 -x2 +x3 = 0,

 

x2 -x3 +x4 = 0,
 { ⇒

x1 = 1x2 -1x3,
 

x2 = 1x2 +0x3,
 

x3 = 0x2 +1x3,
 

x4 = -1x2 +1x3,
 

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

所以其基础解系为 ξ3 =

1
1
0

-1
( ) ,

 

ξ4 =

-1
0
1
1

( ) .
(2)设公共解为 ξ=aξ1 +bξ2 =aξ3 +bξ4,

 

展开得:
 

-a
a
b
a

( ) =

a-b
a
b

-a+b
( )

 

于是有:
 

b= 2a.

所以公共解为:
 

ξ=

-a
a

2a
a

( ) =a

-1
1
2
1

( ) ,
 

其中 a 为任意常数.

14. 设 α= (1,
 

2,
 

1) T,
 

β = 1,
 1

2
,

 

0( )
T

,
 

γ= (0,
 

0,
 

8) T,
 

A=αβT,
 

B=βTα,
 

求解方程

2B2A2x=A4x+B4x+γ.
解:

 

B=βTα= (1,
 1

2
,

 

0)
1
2
1

( ) = 2

A2 = (αβT)(αβT)= α(βTα)βT = 2αβT = 2A
A4 = (A2) 2 = (2A) 2 = 4A2 = 4(2A)= 8A　
2B2A2x=A4x+B4x+γ
16Ax= 8Ax+16x+γ
(8A-16E)x=γ

8A= 8αβT = 8
1
2
1

( ) 1,
 1

2
,

 

0( ) =
8 4 0

16 8 0
8 4 0

( ) ,
 

8A-16E=
-8 4 0
16 -8 0
8 4 -16

( )
 

对增广矩阵施行初等行变换为行最简形:
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-8 4 0 0
16 -8 0 0
8 4 -16 8

( )
2r1 +r2
r1 +r3→

-8 4 0 0
0 0 0 0
0 8 -16 8

( )
1
8
r3

-4r3 +r1→

-8 0 8 -4
0 0 0 0
0 1 -2 1

( )
- 1

8
r1

r2 ↔r3→

1 0 -1 1
2

0 1 -2 1
0 0 0 0

( )

 

x1 -x3 = 1
2

,
 

x2 -2x3 = 1,
 { ⇒

x1 = 1
2

+1x3,
 

x2 = 1+2x3,
x3 = 0+1x3,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

 

令 η0 =

1
2
1
0

( ) ,
 

ξ1 =
1
2
1

( ) ,
 

得方程组通解为:
 

x=η0 +cξ1,
 

其中,
 

c 为任意常数.
15. 已知两个线性方程组

(Ⅰ)
x1 +x2 -2x4 = -6,

 

4x1 -x2 -x3 -x4 = 1,
 

3x1 -x2 -x3 = 3;
 

ì

î

í
ïï

ïï

 

(Ⅱ)
x1 +mx2 -x3 -x4 = -5,

 

nx2 -x3 -2x4 = -11,
 

x3 -2x4 = 1-t,
 

ì

î

í
ïï

ïï

(1)求方程组(Ⅰ)的通解;
 

(2)问:
 

当方程组(Ⅱ)
 

中的参数 m,
 

n,
 

t 为何值时,
 

(Ⅰ)与(Ⅱ)同解?
解:

 

(1)对增广矩阵 A
 

进行初等行变换变为行最简形:
 

A=
1 1 0 -2 -6
4 -1 -1 -1 1
3 -1 -1 0 3

( ) -4r1 +r2
-3r1 +r3→

1 1 0 -2 -6
0 -5 -1 7 25
0 -4 -1 6 21

( ) -r3 +r2→
1 1 0 -2 -6
0 -1 0 1 4
0 -4 -1 6 21

( )
r2 +r1

-4r2 +r3→

1 0 0 -1 -2
0 -1 0 1 4
0 0 -1 2 5

( ) -r2
-r3→

1 0 0 -1 -2
0 1 0 -1 -4
0 0 1 -2 -5

( )
x1 -x4 = -2
x2 -x4 = -4
x3 -2x4 = -5

ì

î

í
ïï

ïï
⇒

x1 = -2+1x4

x2 = -4+1x4

x3 = -5+2x4

x4 = 0+1x4

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

,
 

令 η0 =

-2
-4
-5
0

( ) ,
 

ξ1 =

1
1
2
1

( ) ,
 

得:
 

方程组(Ⅰ)的通解为:
 

x=η0 +cξ1,
 

其中 c 为任意常数.
(2)如果(Ⅰ)与(Ⅱ)同解,

 

则(Ⅰ)的特解 η0 一定是(Ⅱ)的解,
 

所以有:
 

-2-4m-( -5)= -5,
 

-4n-( -5)= -11,
 

( -5)= 1-t,
 { ⇒

m= 2,
 

n= 4,
 

t= 6,
 { 将其代入(Ⅱ)得增广矩阵 B,

 

初等行变换变为行最简形:
 

B=
1 2 -1 -1 -5
0 4 -1 -2 -11
0 0 1 -2 -5

( ) r3 +r1
r3 +r2→

1 2 0 -3 -10
0 4 0 -4 -16
0 0 1 -2 -5

( )
1
4
r2

-2r2 +r1→

1 0 0 -1 -2
0 1 0 -1 -4
0 0 1 -2 -5

( )
容易看出 B和 A行最简形完全相同,

 

所以此时(Ⅰ)与(Ⅱ)同解.
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综上,
 

当 m= 2,
 

n= 4,
 

t= 6 时,
 

(Ⅰ)与(Ⅱ)同解.
16. 设向量组 α1 = (1,

 

0,
 

0,
 

3),
 

α2 = (1,
 

1,
 

-1,
 

2),
 

α3 = (1,
 

2,
 

a-3,
 

1),
 

α4 = (1,
 

2,
 

-2,
 

a),
 

β = (0,
 

1,
 

b,
 

-1) . 问:
 

(1)a,
 

b 为何值时,
 

β 可由 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 唯一线性表出?
(2)

 

a,
 

b 为何值时,
 

β 不能由 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 线性表出?
(3)

 

a,
 

b 为何值时,
 

β 可由 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 线性表出,
 

且该表出不唯一? 并写出该表

出式.
解:

 

设 β = x1α1 +x2α2 +x3α3 +x4α4,
 

于是我们得到关于 x1,
 

x2,
 

x3,
 

x4
 的线性方程组:

 

x1 +x2 +x3 +x4 = 0,
 

x2 +2x3 +2x4 = 1,
 

-x2 +(a-3)x3 -2x4 = b,
 

3x1 +2x2 +x3 +ax4 = -1,
 

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

 

(1)因为系数行列式

D =

1 1 1 1
0 1 2 2
0 -1 a-3 -2
3 2 1 a

-3r1 +r4


1 1 1 1
0 1 2 2
0 -1 a-3 -2
0 -1 -2 a-3

r2 +r3
r2 +r4


1 1 1 1
0 1 2 2
0 0 a-1 0
0 0 0 a-1

= (a-1) 2

所以当 a≠1 时,
 

D≠0,
 

由克莱姆法则,
 

线性方程组有唯一解,
 

所以此时 β 可由 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 唯一线性表出.

(2)当 a= 1 时,
 

对增广矩阵 A作初等行变换化成行最简形:
 

A=

1 1 1 1 0
0 1 2 2 1
0 -1 -2 -2 b
3 2 1 1 -1

( ) -3r1 +r4→

1 1 1 1 0
0 1 2 2 1
0 -1 -2 -2 b
0 -1 -2 -2 -1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

-r2 +r1
r2 +r3
r2 +r4→

1 0 -1 -1 -1
0 1 2 2 1
0 0 0 0 b+1
0 0 0 0 0

( )
容易看出当 a= 1 且 b≠-1 时,

 

增广矩阵 A 的秩为 3,
 

系数矩阵 A 的秩为 2,
 

两者不相同,
 

此

时线性方程组无解,
 

β 不能由 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 线性表出.

(3)当 a= 1 且 b= -1 时,
 

由(2)增广矩阵 A的行最简形解得:
 x1 = -1+x3 +x4,
x2 = 1-2x3 -2x4 .

{
此时,

 

β 可由 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 线性表出,
 

且该表出不唯一,
 

表出式为:
 

β = x1α1 +x2α2 +x3α3 +x4α4 = ( -1+x3 +x4)α1 +(1-2x3 -2x4)α2 +x3α3 +x4α4

其中,
 

x3,
 

x4 为任意常数.
17. 设 η∗是非齐次线性方程组 Ax=b 的一个解,

 

ξ1,
 

ξ2,
 

…,
 

ξn-r 是对应的齐次线性方程

组的一个基础解系. 证明:
 

(1)
 

η∗,
 

ξ1,
 

…,
 

ξn-r 线性无关;
 

(2)
 

η∗,
 

η∗ +ξ1,
 

…,
 

η∗ +ξn-r 线性无关.
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　 　 证明:
 

(1)反证法. 因为 ξ1,
 

ξ2,
 

…,
 

ξn-r 是对应的齐次线性方程组的一个基础解系,
 

所以由基础

解系定义知 ξ1,
 

ξ2,
 

…,
 

ξn-r 线性无关. 如果 η∗,
 

ξ1,
 

…,
 

ξn-r 线性相关,
 

则向量 η∗可由 ξ1,
 

ξ2,
 

…,
 

ξn-r 线性表示,
 

且表示式是唯一的. 设表示式为:
 

η∗ = k1ξ1 +k2ξ2 +…+kn-rξn-r,
于是由 ξ1,

 

ξ2,
 

…,
 

ξn-r 是对应的齐次线性方程组 Ax = 0 的一个基础解系有:
 

Aη∗ =
A(k1ξ1 +k2ξ2 +…+kn-rξn-r)= k1(Aξ1) +k2(Aξ2) +…+kn-r(Aξn-r)= k1·0+k2·0+…+kn-r·0 = 0,

这与 η∗是非齐次线性方程组 Ax= b 的一个解矛盾.
(2)设 k0η∗ +k1(η∗ +ξ1) +…+kn-r(η∗ +ξn-r)= 0,

 

则有:
 

(k0 +k1 +…+kn-r)η∗ +k1ξ1 +…+kn-rξn-r = 0
 

由(1)结论,
 

η∗,
 

ξ1,
 

…,
 

ξn-r 线性无关,
 

所以有:
 

k0 +k1 +…+kn-r = k1 = … = kn-r = 0,
 

于是有:
 

k0 = k1 = … = kn-r = 0
所以 η∗,

 

η∗ +ξ1,
 

…,
 

η∗ +ξn-r 线性无关.
18. 设 ξ 是 n 维列向量,

 

满足 ξTξ= 1,
 

记 A=En-ξξT,
 

证明齐次线性方程组 Ax= 0 必有非

零解.
证明:

 

因为 ξ 是 n 维列向量,
 

满足 ξTξ= 1,
 

所以 ξ 为非零向量.
由 Aξ= (En-ξξT)ξ=Enξ-ξξTξ=ξ-ξ(ξTξ)= ξ-ξ·1 = 0 可知,

 

非零向量 ξ 就是齐次线性

方程组 Ax= 0 的非零解.
19. 证明:

 

线性方程组

x1 -x2 =a1

x2 -x3 =a2

x3 -x4 =a3

x4 -x5 =a4

x5 -x1 =a5

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

 

有解的充要条件是 ∑
5

i = 1
ai = 0,

 

并在有解的情形时,
 

求出它的一般解.

解:
 

对增广矩阵 A
 

进行初等行变换化成行最简形:
 

A =

1 - 1 0 0 0 a1

0 1 - 1 0 0 a2

0 0 1 - 1 0 a3

0 0 0 1 - 1 a4

- 1 0 0 0 1 a5

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ri + r5

i = 1,
 

2,
 

3,
 

4
→

1 - 1 0 0 0 a1

0 1 - 1 0 0 a2

0 0 1 - 1 0 a3

0 0 0 1 - 1 a4

0 0 0 0 0 ∑
5

i = 1
ai

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
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r4 + r3→

1 - 1 0 0 0 a1

0 1 - 1 0 0 a2

0 0 1 0 - 1 a3 + a4

0 0 0 1 - 1 a4

0 0 0 0 0 ∑
5

i = 1
ai

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

r3 + r2→

1 - 1 0 0 0 a1

0 1 0 0 - 1 a2 + a3 + a4

0 0 1 0 - 1 a3 + a4

0 0 0 1 - 1 a4

0 0 0 0 0 ∑
5

i = 1
ai

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

r2 + r1→

1 0 0 0 - 1 a1 + a2 + a3 + a4

0 1 0 0 - 1 a2 + a3 + a4

0 0 1 0 - 1 a3 + a4

0 0 0 1 - 1 a4

0 0 0 0 0 ∑
5

i = 1
ai

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

显然,
 

当且仅当 ∑
5

i = 1
ai = 0 时,

 

系数矩阵 A 的秩和增广矩阵 A的秩相等,
 

所以线性方程组

x1 -x2 =a1,
 

x2 -x3 =a2,
 

x3 -x4 =a3,
 

x4 -x5 =a4,
 

x5 -x1 =a5,
 

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

有解的充要条件是 ∑
5

i = 1
ai = 0,

 

此时方程为:
 

x1 =a1 +a2 +a3 +a4 +x5,
 

x2 =a2 +a3 +a4 +x5,
 

x3 =a3 +a4 +x5,
 

x4 =a4 +x5,
 

x5 = x5,
 

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

令 η0 = a1 +a2 +a3 +a4,
 

a2 +a3 +a4,
 

a3 +a4,
 

a4,
 

0( ) T,
 

ξ1 = (1,
 

1,
 

1,
 

1,
 

1) T 得一般解为:
 

x=η0 +cξ1,
 

其中,
 

c 为任意常数.
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