
练习 1. 1
(1. 1

 

矩阵及其运算)

　 　 一、
 

选择题

1. 设 A 为 3 阶矩阵,
  

P=
1 0 0
0 1 0
1 0 1

( ) ,
 

若PTA P2 =
a+2c 0 c

0 b 0
2c 0 c

( ) ,
 

则 A= (　 　 ) .

(A)
c 0 0
0 a 0
0 0 b

( )
 

(B)
b 0 0
0 c 0
0 0 a

( )
 

(C)
a 0 0
0 b 0
0 0 c

( )
 

(D)
c 0 0
0 b 0
0 0 a

( )
 

二、
 

填空题

1.
 

若 A =
1
3

- 1
0

2
2( ) ,

 

B =
4
2

3
- 1

0
1( ) ,

 

C =
- 1
0

2
- 5

- 1
1( ) ,

 

则

(1)A - 2B + 3C = 　 　 　 　 ;
 

(2)ABT = 　 　 　 　 　 　 .
 

2.
 

若矩阵 X 满足

3
1
4

- 6
5
3

2
- 1
1

0
8
7

( ) + 2X =
5
- 7
6

4
1
- 1

- 4
9
3

2
4
9

( ) ,
 

则 X = 　 　 　 　 　 .
 

3.
 

(1,
 

2,
 

3)
3
2
1

( ) = 　 　 　 　 ;
 

2
1
3

( ) ( - 1,
 

2) = 　 　 　 　 　 .
 

4.设
 

A为 3 阶矩阵,
 

交换 A的第 2 行和第 3 行,
 

再将第 2 列的 - 1 倍加到第 1 列,
 

得到矩

阵
 

- 2 1 - 1
1 - 1 0
- 1 0 0

( ) ,
 

则A -1 的迹 tr(A -1) = 　 　 　 　 .

三、
 

设 A =
1 2
1 3( ) ,

 

B =
1 0
1 2( ) ,

 

问:
 

1.
 

AB = BA吗?
 

2.
 

(A + B) 2 = A2 + 2AB + B2 吗?
 

3.
 

(A + B)(A - B) = A2 - B2 吗?
四、

 

计算下列乘积:
 

1.
 2 1 4 0

1 - 1 3 4( )
1 3 1
0 - 1 2
1 - 3 1
4 0 - 2

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

;
 

2.
 

(x1,
 

x2,
 

x3)

a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

( )
x1

x2

x3

( ) .
 

五、
 

设 f(x) = 3x2 - 2x + 5,
 

A =
1 - 2 3
2 - 4 1
3 - 5 2

( ) ,
 

求 f(A) .
 

六、
 

设 A =
λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

( ) ,
 

求 Ak .
 

134学院　 　 　 　 　 　 班级　 　 　 　 　 　 姓名　 　 　 　 　 　 学号　 　 　 　 　 　





练习 1. 2
(1. 2

 

行列式及其计算)

　 　 一、
 

选择题

1. 行列式
 

0 a b 0
a 0 0 b
0 c d 0
c 0 0 d

= (　 　 ) .

(A)(ad - bc) 2
 

　 　 (B) - (ad - bc) 2
 

(C)a2d2 -b2c2
 

　 　 (D)b2c2 -a2d2
 

二、
 

填空题

1.
 

2 0 1
1 - 4 - 1
- 1 8 3

= 　 　 　 　 ;
 

1 1 1
a b c
a2 b2 c2

= 　 　 　 　 　 .
 

2.
 

4 阶行列式中含有因子 a11a23 的项为 　 　 　 　 　 　 　 　 .

3.
 

多项式 f(x) =

x x 1 2x
1 x 2 - 1
2 1 x 1
2 - 1 1 x

中 x3 项的系数为 　 　 　 　 .

4.
 

设 A = (aij) 为 3 阶矩阵,
 

Aij 为元素 aij 的代数余子式,
 

若 A的每行元素之和均为 2,
 

且
| A | = 3,

 

则 A11 + A21 + A31 = 　 　 　 　 .

5.
 

1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1

= 　 　 　 　 ;
 

1 - 1 1 x - 1
1 - 1 x + 1 - 1
1 x - 1 1 - 1

x + 1 - 1 1 - 1

= 　 　 　 　 　 .
 

6. 行列式
 

a 0 - 1 1
0 a 1 - 1
- 1 1 a 0
1 - 1 0 a

= 　 　 　 　 .

三、
 

证明:
 

x - 1 0 0
0 x - 1 0
0 0 x - 1
a0 a1 a2 a3

= a3x3 + a2x2 + a1x + a0 .
 

四、
 

计算下列各行列式(Dk 为 k 阶行列式):
 

1.
 

Dn =
a 1

⋱
1 a

,
 

其中主对角线上元素都是 a,
 

其余未写出的元素都是 0;
 

2.
 

Dn =

2008 0 0 … 0
0 0 2008 … 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙
0 0 0 … 2008
0 2008 0 … 0

;
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3.
 

Dn =

1 2 3 … n - 1 n
1 3 3 … n - 1 n
1 2 5 … n - 1 n
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙
1 2 3 … 2n - 3 n
1 2 3 … n - 1 2n - 1

;
 

4.
 

Dn =

2n n 0 … 0 0
n 2n n … 0 0
0 n 2n … 0 0
︙ ︙ ︙ ⋱ ︙ ︙
0 0 0 … 2n n
0 0 0 … n 2n

;
 

5.
 

Dn =

1 + a1 1 … 1
1 1 + a2 … 1
︙ ︙ ⋱ ︙
1 1 … 1 + an

,
 

其中 a1a2…an ≠ 0.
 



练习 1. 3
(1. 3

 

方阵的逆)

　 　 一、
 

选择题

1. 设
 

α
 

为 n 维单位列向量,
  

E 为 n 阶单位矩阵,
 

则(　 　 ) .
(A)E - ααT

 

不可逆 (B)E + ααT
 

不可逆

(C)E + 2ααT
 

不可逆 (D)E - 2ααT
 

不可逆

2. 设
 

A,
 

B 是可逆矩阵,
 

且 A 与 B 相似,
 

则下列结论错误的是(　 　 ) .
(A)AT 与BT

 

相似 (B)A -1
 

与
 

B -1
 

相似

(C)A +AT 与 B +BT
 

相似 (D)A +A -1
 

与 B +B -1
 

相似

二、
 

填空题

1.
 

设 A 为 4 阶矩阵,
 

且 A = 1
2

,
 

则 (3A) -1 - 2A∗ = 　 　 　 　 　 .
 

2.
 

设 A =

0 0 1 2
0 0 0 1
3 3 0 0
2 1 0 0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

则 A -1 = 　 　 　 　 　 ,
 

(A∗) -1 = 　 　 　 　 　 .
 

3.
 

已知矩阵 X 满足

1 0 1
2 1 - 1
- 1 - 1 2

( ) X =
1 0
0 2
1 - 2

( ) ,
 

则 X = 　 　 　 　 　 .
 

三、
 

计算题

1.
 

设 A =
0 2 - 1
1 1 2
- 1 - 1 - 1

( ) ,
 

求 A -1;　 2.
 

设 A -1 =
1 1 1
1 2 1
1 1 3

( ) ,
 

求(A∗) -1 .
 

四、
 

设 A 的伴随矩阵 A∗ =

1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0
0 - 3 0 8

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

且 ABA -1 = BA -1 + 3E,
 

其中 E 为 4 阶单位

矩阵,
 

求矩阵 B.
 

五、
 

证明题

1.
 

设方阵 X 满足 X2 - X - 2E = 0,
 

证明 X,
 

X + 2E 都可逆,
 

并求 X -1,
 

(X + 2E) -1 .
 

2.
 

若 A,
 

B 为同阶可逆矩阵,
 

则(AB) ∗ = B∗A∗ .
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练习 1. 4
(1. 4

 

Cramer 法则)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

当 λ = 　 　 　 　 或 μ = 　 　 　 　 ,
 

齐次线性方程组

λx1 + x2 + x3 = 0
x1 + μx2 + x3 = 0
x1 + 2μx2 + x3 = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï

有非零解.

2.
 

齐次线性方程组

(1 - λ)x1 - 2x2 + 4x3 = 0
2x1 + (3 - λ)x2 + x3 = 0
x1 + x2 + (1 - λ)x3 = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï

有非零解,
 

则 λ = 　 　 　 　 .
 

二、
 

利用克拉默法则解下列线性方程组:
 

1.
 

2x1 + x2 + x3 + x4 = 2
x1 + 2x2 + x3 + x4 = - 1
x1 + x2 + 3x3 + x4 = 7
x1 + x2 + x3 + 4x4 = - 2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

2.
 

5x1 + 6x2 = 1
x1 + 5x2 + 6x3 = 0
x2 + 5x3 + 6x4 = 0
x3 + 5x4 + 6x5 = 0
x4 + 5x5 = 1

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï
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练习 2. 1
(2. 1

 

矩阵的初等变换)

　 　 一、
 

选择题

1. 设 A为3阶矩阵,
  

P为3阶可逆矩阵,
 

且P -1AP =
1 0 0
0 1 0
0 0 2

( )
 

. 若P = (α1,
 

α2,
 

α3),
  

Q =

(α1 +α2,
 

α2,
 

α3),
 

则Q -1AQ = (　 　 ) .

(A)
1 0 0
0 2 0
0 0 1

( )
 

　 　 (B)
1 0 0
0 1 0
0 0 2

( )
 

(C)
2 0 0
0 1 0
0 0 2

( )
 

　 　 (D)
2 0 0
0 2 0
0 0 1

( )
 

2. 下列矩阵中,
 

可以经过若干初等行变换得到矩阵
 

1 1 0 1
0 0 1 2
0 0 0 0

( )
 

的是(　 　 ) .

(A)
1 1 0 1
1 2 1 3
2 3 1 4

( ) (B)
1 1 0 1
1 1 2 5
1 1 1 3

( )
(C)

1 0 0 1
0 1 0 3
0 1 0 0

( ) (D)
1 1 2 3
1 2 2 3
2 3 4 6

( )
二、

 

填空题

1.
 

设方阵 A满足:
 

A∗BA = 2BA - 8E,
 

其中 A =
1 0 0
0 - 2 0
0 0 1

( ) ,
 

E为单位矩阵,
 

A∗ 为 A
 

伴

随矩阵,
 

则 B = 　 　 　 　 　
2.

 

设 A,
 

B 为 3 阶矩阵,
 

且 A = 3,
 

B = 2,
 

A -1 + B = 2,
 

则 A + B -1 = 　 　 　 　 .
 

3. 设 A 为 3 阶矩阵,
 

| A | = 3,
 

A∗ 为 A的伴随矩阵,
 

若交换 A的第 1 行与第 2 行得矩阵 B,
 

则 | BA∗ | = 　 　 　 　 .
三、

 

用初等变换将下列矩阵化为标准形:
 

1.
 

3 2 - 4
3 2 - 4
1 2 - 1

( ) ;
 

2.
 

1 7 - 1 3
- 1 4 0 2
1 7 - 1 3
3 - 1 - 1 - 1
5 1 3 0

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

;
 

3.
 

1 - 1 2 1 0
2 - 2 4 2 0
3 0 6 - 1 1
3 0 6 3 1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

.
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　 　 四、
 

求解下列矩阵方程:
 

1.
 

AX + E = A2 + X,
 

其中 A =
1 0 1
0 2 0
1 0 1

( ) .
 

2.
 

X - XA2 - AX + AXA2 = E,
 

其中 A =
0 1 0
1 0 - 1
0 1 0

( ) ,
 

E 为 3 阶单位矩阵.
 

五、
 

设
 

A =
1 a
1 0( ) ,

 

B =
0 1
1 b( )

 

. 当
 

a,
 

b
 

为何值时,
 

存在矩阵 C 使得 AC - CA = B,
 

并

求所有矩阵 C.



练习 2. 2
(2. 2

 

矩阵的秩)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

设 A =
2 1 - 1 1 1
3 - 2 1 - 3 t
1 t - 3 5 - 2

( ) ,
 

且 R(A) = 2,
 

则 t = 　 　 　 　 　 　 　 .
 

2.
 

若 A 为 4 × 3 矩阵,
 

且 R(A) = 2,
 

B =
1 0 2
0 2 0
- 1 0 3

( ) ,
 

则 R(AB) = 　 　 　 　 .
 

3.
 

若 P·

a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

( ) =
a11 - 3a31 a12 - 3a32 a13 - 3a33 a14 - 3a34

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

( ) .
 

则 P = 　 　 　 　 .
 

4. 设
 

A
 

为
 

3
 

阶矩阵,
  

A∗
 

为的
 

A
 

伴随矩阵,
  

E
 

为
 

3
 

阶单位矩阵,
 

若
 

r(2E - A) = 1,
 

r(E +
A) = 2,

 

则
 

A∗ =
 

　 　 　 　 　 　 .
二、

 

单项选择题

1.
 

设 A =
- 1 2 3
- 3 6 8
2 - 4 t

( ) ,
 

且 R(A) = 2,
 

则 t = (　 　 ) .
 

(A) - 6 (B)6 (C)8 (D) t 为任何实数

2.
 

矩阵

1 c c2

1 b b2

1 a a2
( ) 的秩为 3,

 

则(　 　 )

(A)a,
 

b,
 

c 都不等于 1 (B)a,
 

b,
 

c 都不等于 0
(C)a,

 

b,
 

c 互不相等 (D)a = b = c

3.
 

设 A =
1 2 3 - 3 2
3 5 a - 4 4
4 5 0 3 7 - a

( ) ,
 

则下列结论正确的是(　 　 ) .

(A)a = 0 时 r(A) = 4 (B)a = 1 时 r(A) = 5
(C)a = 2 时 r(A) = 1 (D)a = 5 时 r(A) = 2
4. 已知 A 是 m × n 的矩阵,

 

β 是 m 维非零向量. 若 A 有 k 阶非零子式,
 

则(　 　 　 ) .
(A) 当

 

k = m
 

时
 

Ax = β
 

有解 (B) 当
 

k = m
 

时
 

Ax = β
 

无解

(C) 当
 

k < m
 

时
 

Ax = β
 

有解 (D) 当
 

k < m
 

时
 

Ax = β
 

无解

5. 设
 

A,
 

B
 

为
 

n
 

阶矩阵,
 

记
 

r(X)
 

为矩阵
 

X
 

的秩,
 

(X,
 

Y)
 

表示分块矩阵,
 

则(　 　 　 ) .
(A) r(A,

 

AB) = r(A)　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　(B) r(A,
 

BA) = r(A)
 

(C) r(A,
 

B) = max{ r(A),
 

r(B)}　 　 　 (D) r(A,
 

B) = r(AT,
 

BT)
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三、
 

求下列矩阵的逆矩阵:
 

1.
 

2 1 7
5 3 - 1
- 4 - 3 2

( ) ;
 

2.
 

3 - 1 0 5
2 0 5 0
3 1 5 4
3 0 5 2

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

.
 

四、
 

设 A =
1 - 1 2
2 1 3
4 k 1

( ) ,
 

当 k 取何值时,
 

R(A) = 3,
 

当 k 取何值时,
 

R(A) < 3.
 

五、
 

证明同型矩阵 A 与 B 等价的充分必要条件是它们的秩相等.
 



练习 2. 3
(2. 3

 

向量组及其线性相关性)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

已 知 向 量 α1 = (1,
 

1,
 

1,
 

1) T,
 

α2 = (1,
 

1,
 

1,
 

0) T,
 

α3 = (1,
 

1,
 

0,
 

0) T,
 

α4 =
(1,

 

0,
 

0,
 

0) T,
 

则向量 β =(0,
 

2,
 

0,
 

- 1) T 用 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 线性表示为 　 　 　 　 　 　 　 .
 

2.
 

设三阶方阵 A =
1 2 - 2
2 1 2
3 0 4

( ) ,
 

3 维列向量 α =(a,
 

1,
 

1) T,
 

已知 Aα与 α线性相关,
 

则

a = 　 　 　 　 　 .
 

3 设向量组 α1 = (a,
 

0,
 

c) T,
 

α2 = (b,
 

c,
 

0) T,
 

α3 = (0,
 

a,
 

b) T 线性无关,
 

则 a,
 

b,
 

c必满

足关系式 　 　 　 　 　 .
 

二、
 

单项选择题

1.
 

下列命题中正确的是(　 　 ) .
 

(A) 在线性相关的向量组中,
 

去掉若干向量后所得向量组仍然线性相关;
 

(B) 在线性无关的向量组中,
 

去掉每个向量的最后若干分量后仍然线性无关;
 

(C) 任何 n + k 个 n 维向量(k ≥ 1) 必然线性相关;
 

(D) 若只有 k1,
 

k2,
 

…,
 

km 全为零时,
 

等式 k1α1 + … + kmαm + k1β1 + … + kmβm = 0.
 

才成立,
 

且 α1,
 

α2,
 

…,
 

αm 线性无关,
 

则 β1,
 

β2,
 

…,
 

βm 线性无关.
 

2.
 

下列向量组中,
 

线性无关的向量组是(　 　 ) .
 

(A)(1,
 

3,
 

0),
 

( - 1
2

,
 

- 3
2

,
 

0);
 

(B)(2,
 

0),
 

(0,
 

1);
 

(C)(1,
 

1,
 

3),
 

(2,
 

4,
 

5),
 

(1,
 

- 1,
 

0),
 

(2,
 

2,
 

6);
 

(D)(5,
 

2,
 

9),
 

(2,
 

1,
 

2),
 

(7,
 

3,
 

11)
3.

 

设 A 为 5 阶方阵,
 

且 A = 0,
 

则 A 中(　 　 ) .
 

(A) 必有一列元素为零

(B) 必有两列元素对应成比例

(C) 必有某列向量是其余列向量的线性组合

(D) 任一列向量是其余列向量的线性组合

4. 设向量
 

α1 =

a
1
- 1
1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

α2 =

1
1
b
a

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

α3 =

1
a
- 1
1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

若α1,
 

α2,
 

α3
 线性相关,

 

且其中任意两个

向量均线性无关,
 

则(　 　 　 ) .
(A)a = 1,

 

b ≠- 1 (B)a = 1,
 

b = - 1
(C)a ≠- 2,

 

b = 2 (D)a = - 2,
 

b = 2
三、

 

设 β 1 = α1,
 

β 2 = α1 + α2,
 

…,
 

β r = α1 + α2 + … + α r,
 

且向量组 α1,
 

α2,
 

…,
 

α r 线性
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无关,
 

证明:
 

向量组 β 1,
 

β 2,
 

…,
 

β r 线性无关.
 

四、
 

设矩阵
 

A =
1 - 1 3 0 - 1
- 1 0 - 2 - a - 1
1 1 a 2 3

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

 

的秩为
 

2.

(1) 求
 

a
 

的值.
(2) 求

 

A
 

的列向量组的一个极大线性无关组 α,
 

β,
 

并求矩阵 H,
 

使得
 

A = GH,
 

其中

G = (α,
 

β) .



练习 2. 4
(2. 4

 

向量组的秩)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

已知向量组 α1 =(2,
 

1,
 

3,
 

- 1) T,
 

α2 =(3,
 

- 1,
 

2,
 

0) T,
 

α3 =(1,
 

3,
 

4,
 

- 2) T,
 

α4 =
(4,

 

- 3,
 

1,
 

1) T,
 

则秩 R(α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4) = 　 　 　 　 　 　 .
 

2.
 

已知向量组 α1 = (1,
 

2,
 

- 1,
 

1),
 

α2 = (2,
 

0,
 

t,
 

0),
 

α3 = (0,
 

- 4,
 

5,
 

- 2) 的秩为 2,
 

则 t = 　 　 　 　 .
 

二、
 

单项选择题

1.
 

设 α1,
 

α2,
 

…,
 

αs,
 

β1,
 

β2,
 

…,
 

βt 都是 n维向量组,
 

且 R(α1,
 

α2,
 

…,
 

αs) = R(β1,
 

β2,
 

…,
 

βt) = r,
 

则(　 　 ) .
 

(A) 两向量组等价

(B)R(α1,
 

α2,
 

…,
 

αs,
 

β1,
 

β2,
 

…,
 

βt) = r
(C) 当 α1,

 

α2,
 

…,
 

αs 能由 β1,
 

β2,
 

…,
 

βt 线性表出时,
 

两向量组等价

(D) 当 s = t 时,
 

两向量组等价

2.
 

设 A 为 n 阶方阵,
 

满足 R(A) = r < n,
 

则在 A 的 n 个行向量中(　 　 ) .
 

(A) 必有 r 个行向量线性无关

(B) 任意 r 个行向量都线性无关

(C) 任意 r 个行向量都构成极大线性无关组

(D) 任一行向量都可由其他 r 个行向量线性表出

3.
 

设向量组 I:
 

α1,
 

α2,
 

…,
 

αr 可由向量组 Ⅱ:
 

β1,
 

β2,
 

…,
 

βS 线性表示.
 

则下列命题正确

的是(　 　 ) .
 

(A) 若向量组 I 线性无关,
 

则 r ≤ s (B) 若向量组 I 线性相关,
 

则 r > s
(C) 若向量组 Ⅱ 线性无关,

 

则 r ≤ s (D) 若向量组 Ⅱ 线性相关,
 

则 r > s
4.

 

设 A 为 m × n 矩阵,
 

B 为 n × m 矩阵,
 

E 为 m 阶单位矩阵,
 

若 AB = E,
 

则(　 　 ) .
 

(A) 秩 R(A) = m,
 

秩 R(B) = m.
 

(B) 秩 R(A) = m,
 

秩 R(B) = n.
 

(C) 秩 R(A) = n,
 

秩 R(B) = m.
 

(D) 秩 R(A) = n,
 

秩 R(B) = n.
 

5. 设向量组 Ⅰ:
  

α1,
 

α2,
 

…,
 

αr
 可由向量组 Ⅱ:

  

β 1,
 

β 2,
 

…,
 

β s
 线性表示. 下列命题正确

的是(　 　 ) .
(A) 若向量组 Ⅰ 线性无关,

 

则
 

r ≤ s.
(B) 若向量组 Ⅰ 线性相关,

 

则 r > s.
(C) 若向量组 Ⅱ 线性无关,

 

则 r ≤ s.
(D) 若向量组 Ⅱ 线性相关,

 

则
 

r > s.

三、
 

设有向量组 α1 =

1
3
2
0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

α2 =

7
0
14
3

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

α3 =

2
- 1
0
1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

α4 =

5
1
6
2

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

(1) 求该向量组的秩;
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(2) 求该向量组的一个极大无关组,
 

并把其余向量分别用求得的极大无关组线性表出.
 

四、
 

设向量组 α1 =(1,
 

0,
 

1) T,
 

α2 =(0,
 

1,
 

1) T,
 

α3 =(1,
 

3,
 

5) T 不能由向量组

β 1 =(1,
 

1,
 

1) T,
 

β 2 =(1,
 

2,
 

3) T,
 

β 3 =(3,
 

4,
 

k) T 线性表示,
 

(1) 求向量组 α1,
 

α2,
 

α3 的一个极大无关组;
 

(2) 将向量 β 1 用 α1,
 

α2,
 

α3 线性表示;
 

(3) 求 k 的值.
 



练习 2. 5
(2. 5

 

n 维向量空间)

　 　 一、
 

单项选择题

设 α1 =(1,
 

- 2,
 

1) T,
 

α2 =(1,
 

- 1,
 

1) T,
 

则 α3 = (　 　 ) 时,
 

有 α1,
 

α2,
 

α3 为 R3 的基.
 

(A)(2,
 

1,
 

2) T;
 

(B)(1,
 

0,
 

1) T;
 

(C)(0,
 

1,
 

0) T;
 

(D)(0,
 

0,
 

1) T .
 

二、
 

填空题

设向量 α1 =(1,
 

2,
 

- 1,
 

0) T,
 

α2 =(1,
 

1,
 

0,
 

2) T,
 

α3 =(2,
 

1,
 

1,
 

a) T,
 

若由 α1,
 

α2,
 

α3 生

成的向量空间的维数为 2,
 

则 a = 　 　 　 　 .
 

三、
 

设 V1 = {x = (x1,
 

x2,
 

…,
 

xn) T | x1,
 

…,
 

xn ∈ R,
 

x1 + x2 + … + xn = 0},
 

V2 = {x = (x1,
 

x2,
 

…,
 

xn) T | x1,
 

…,
 

xn ∈ R,
 

x1 + x2 + … + xn = 1},
 

问 V1,
 

V2 是不是

向量空间? 为什么?
四、

 

验证 α1 =(1,
 

- 1,
 

0) T,
 

α2 =(2,
 

1,
 

3) T,
 

α3 =(3,
 

1,
 

2) T 为 R3 的一个基,
 

并把 β 1 =
(5,

 

0,
 

7) T,
 

β 2 =( - 9,
 

- 8,
 

- 13) T 用这个基线性表示.
 

五、
 

设有向量组 α1 =

1
1
0
0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

α2 =

1
1
- 1
0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

α3 =

2
2
- 1
0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

α4 =

- 4
0
1
- 2

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

α5 =

3
1
- 1
1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

令 T(α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4,
 

α5) = ∑
5

i = 1
kiα i,

 

其中 k1,
 

k2,
 

…k5 为任意实数,
 

求 T 的维数与一组标准正交基.
 

六、
 

设 α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 是 n 维列向量,
 

已知 α1,
 

α2 线性无关,
 

α3,
 

α4 线性无关,
 

且

(α1,
 

α3) = (α1,
 

α4) = (α2,
 

α3) = (α2,
 

α4) = 0.
 

证明:
 

α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4 线性无关.
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练习 3. 1
(3. 1

 

线性方程组及其相关概念 　 3. 2
 

线性方程组解的判别和求解)

　 　 一、
 

选择题

1. 设 A = (α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4)
 

为 4 阶正交矩阵,
  

B =

αT
1

αT
2

αT
3

( ) ,
 

β =
1
1
1

( ) ,
 

k
 

表示任意常数,
 

则

线性方程组
 

Bx = β 的通解 x = (　 　 ) .
(A)

 

α2 +α3 +α4 + kα1 　 (B)
 

α1 +α3 +α4 + kα2

(C)
 

α1 +α2 +α4 + kα3 　 (D)
 

α1 +α2 +α3 + kα4

2. 设
 

4
 

阶矩阵
 

A = (aij)
 

不可逆,
 

a12
 的代数余子式

 

A12 ≠ 0,
 

α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4
 为矩阵A的列

向量组,
  

A∗ 为 A 的伴随矩阵,
 

则方程组A∗x = 0
 

的通解为(　 　 ) .
(A)

 

x =k1α1 +k2α2 +k3α3,
 

其中
 

k1,
 

k2,
 

k3
 为任意常数

(B)
 

x =k1α1 +k2α2 +k3α4,
 

其中
 

k1,
 

k2,
 

k3
 为任意常数

(C)
 

x =k1α1 +k2α3 +k3α4,
 

其中
 

k1,
 

k2,
 

k3
 为任意常数

(D)
 

x =k1α2 +k2α3 +k3α4,
 

其中
 

k1,
 

k2,
 

k3
 为任意常数

二、
 

求下列齐次线性方程的通解:
 

1.
 

x1 - 2x2 + 3x3 - 4x4 = 0
x2 - x1 + x4 = 0
x1 + 3x2 - 3x4 = 0
x1 - 4x2 + 3x3 - 2x4 = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　 　 　 　 　 2.
 

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0
x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 0
3x1 + 2x2 + x3 + x4 - 3x5 = 0
5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 - x5 = 0

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

三、
 

求下列非齐次线性方程组的通解:
 

1.
 

2x1 + x2 - x3 + x4 = 1
x1 + 2x2 + x3 - x4 = 2
x1 + x2 + 2x3 + x4 = 3

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　 　 　 　 　 2.
 

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 7
x2 + 2x3 + 2x4 + 6x5 = 23
3x1 + 2x2 + x3 - 3x5 = - 2
5x1 + 4x2 + 3x3 + 3x4 - x5 = 12

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

四、
 

判断 λ 为何值时,
 

方程组

x + y + z = λx
2x + 3y = λy
2x - 2y + z = λz

ì

î

í

ïï

ïï

有非零解?

五、
 

设线性方程组

x1 + 2x2 + 3x3 - x4 = μ
- x1 + x2 + 4x4 = 3 - μ
2x1 + 3x2 + 5x3 + λx4 = 1

ì

î

í

ï
ï

ïï

,
 

问当 λ,
 

μ 取何值时,
 

此方程组有解?
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练习 3. 2
(3. 2. 3

 

向量组与线性方程组 　 3. 3. 1
 

线性方程组解的结构)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

已知方程组

a 1 1
1 a 1
1 1 a

( )
 x1

x2

x3

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

=
1
1
- 2

( ) 有无穷多个解,
 

则 a = 　 　 　 　 　 　 .
 

2.
 

已 知 线 性 方 程 组

x1 + x2 - 2x3 = 1
x1 - 2x2 + x3 = 2
ax1 + bx2 + cx3 = d

ì

î

í

ï
ï

ïï

的 两 个 解 为 η1 = (2,
 1

3
,

 2
3

)
T

,
 

η2 =

( 1
3

,
 

- 4
3

,
 

- 1)
T

,
 

则该方程组的全部解为 　 　 　 　 　 　 .
 

3.
 

齐次线性方程组 AX = O的系数矩阵 A经初等行变换化为

1 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

,
 

则方程组的解为

　 　 　 　 　 　 .
 

4. 已知矩阵
 

A =
1 0 - 1
1 1 - 1
0 1 a2 - 1

( ) ,
 

b =
0
1
a

( ) ,
 

若线性方程组 Ax = b 有无穷多解,
 

则
 

a

= 　 　 　 　 .
二、

 

单项选择题

1.
 

设 A是 3 阶方阵,
 

且方程组 Ax = b只有一个解,
 

B是划去 A的第一行所得到的矩阵,
 

则

R(B) = (　 　 ) .
 

(A)1 (B)2
(C)3 (D)0
2.

 

设 A 是 n 阶方阵,
 

且方程组 Ax = 0 有无穷多组解,
 

则方程组 AATx = 0(　 　 ) .
 

(A) 仅有零解 (B) 无解

(C) 有无穷多组解 (D) 有有限组解

3.
 

设 A 是 n 阶实矩阵,
 

AT 是 A 的转置矩阵,
 

则对于线性方程组 (Ⅰ):
 

Ax = 0 和

(Ⅱ)(ATA)x = 0 必有(　 　 ) .
 

(A)(Ⅱ) 的解是(Ⅰ) 的解,
 

(Ⅰ) 的解也是(Ⅱ) 的解

(B)(Ⅱ) 的解是(Ⅰ) 的解,
 

但(Ⅰ) 的解不是(Ⅱ) 的解

(C)(Ⅰ) 的解不是(Ⅱ) 的解,
 

(Ⅱ) 的解也不是(Ⅰ) 的解

(D)(Ⅰ) 的解是(Ⅱ) 的解,
 

但(Ⅱ) 的解不是(Ⅰ) 的解

4.
 

设 A,
 

B 均为 n 阶非零矩阵,
 

且 AB = 0,
 

则它们的秩满足(　 　 ) .
 

(A) 必有一个等于零;
 

(B) 都小于 n;
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(C) 一个小于 n,
 

一个等于 n;
 

(D) 都等于 n.
 

5. 设矩阵 A =
1 1 1
1 a a2

1 b b2
( ) ,

 

b =
1
2
4

( ) ,
 

则线性方程组 Ax = b 的解的情况为(　 　 ) .

(A) 无解 　 　 　 　 　 　 　 (B) 有解

(C) 有无穷多解或无解 　 (D) 有唯一解或无解

三、
 

设 A =
λ 1 1
0 λ - 1 0
1 1 λ

( ) ,
 

b =
a
1
1

( ) ,
 

已知线性方程组 Ax = b 存在 2 个不同的解,
 

(1) 求 λ,
 

a;
 

(2) 求方程组 Ax = b 的通解.
 

四、
 

设 3 阶方阵 B ≠ 0,
 

且 B 的每一个列向量都是以下方程组

x1 + 2x2 - 2x3 = 0
2x1 - x2 + λx3 = 0
3x1 + x2 - x3 = 0

ì

î

í

ï
ï

ïï

的解.
 

(1) 求 λ 的值;
 

(2) 求证 | B | = 0.
 

五、
 

设 n 元线性方程组 Ax = b,
 

其中

A =

2a 1
a2 2a 1

a2
2a 1
⋱ ⋱ ⋱

a2
2a 1
a2 2a

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

n

,
 

x =

x1

x2

︙

xn

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

,
 

b =

1
0

︙

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

.
 

(1) 证明行列式 A = (n + 1)an;
 

(2) 当 a 为何值时,
 

该方程组有惟一解,
 

并求 x1;
 

(3) 当 a 为何值时,
 

该方程组有无穷多解,
 

并求通解.
 

六、
 

已知数列{xn},
 

{yn},
 

{zn}
 

满足
 

x0 = - 1,
 

y0 = 0,
 

z0 = 2,
 

且

xn =-2xn-1+2zn-1,
 

yn =-2yn-1-2zn-1,
 

zn =-6xn-1-3yn-1+3zn-1.

ì

î

í

ï
ï

ïï

记
 

αn =
xn

yn

zn
( ) ,

 

写出满足αn = Aαn-1 的矩阵 A,
 

并求An
 

及
 

xn,
 

yn,
 

zn(n = 1,
 

2,
 

…) .
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练习 3. 3
(3. 3. 1

 

线性方程组解的结构(续) 　 3. 3. 2
 

线性方程组的求解方法(二))

　 　 一、
 

单项选择题

1.
 

设 A 为 4 × 3 矩阵,
 

η1,
 

η2,
 

η3 是非齐次线性方程组 Ax = b 的 3 个线性无关的解向量,
 

k1,
 

k2 为任意常数,
 

则非齐次线性方程组 Ax = b 的通解为(　 　 ) .
 

(A)
η2 + η3

2
+ k1(η2 - η1) (B)

η2 - η3

2
+ k1(η2 - η1)

(C)
η2 + η3

2
+ k1(η2 - η1) + k2(η3 - η1) (D)

η2 - η3

2
+ k1(η2 - η1) + k2(η3 - η1)

2.
 

设 A 是 n 阶矩阵,
 

α 是 n 维向量,
 

若 R
A α
αT 0( ) = R(A),

 

则线性方程组(　 　 ) .
 

(A)Ax = α 必有无穷多解 (B)Ax = α 必有惟一解

(C)
A α
αT 0( ) x

y( ) = 0 仅有零解 (D)
A α
αT 0( ) x

y( ) = 0 必有非零解

3.
 

已知非齐次线性方程组 AX = B的 3 个解向量为 η1,
 

η2,
 

η3,
 

若(η1 + η2) - kη3 是其导

出组 AX = O 的解向量,
 

则 k = (　 　 ) .
 

(A)3 (B)2 (C)1 (D)0
4.

 

已知 β1,
 

β2 为方程组 Ax = b 的两个特解,
 

α1,
 

α2 是齐次线性方程组 Ax = 0 的一组基础

解系,
 

k1,
 

k2 为任意常数,
 

则 Ax = b 的通解为(　 　 ) .
 

(A)k1(α1 + α2) + k2(α1 - α2) + 1
2

(β1 - β2)

(B)k1(α1 + α2) + k2(α1 - α2) + 1
2

(β1 + β2)

(C)k1(β1 + β2) + k2(β1 - β2) + 1
2

(α1 - α2)

(D)k1(β1 + β2) + k2(β1 - β2) + 1
2

(α1 + α2)

5.
 

设 A = (aij) 是 n 阶可逆矩阵,
 

则 n - 1 元线性方程组∑
n-1

j = 1
aijx j = ain,

 

( i = 1,
 

2,
 

…,
 

n)(　 　 ) .
 

(A) 有惟一解 (B) 无解

(C) 有无穷多解 (D)A,
 

B,
 

C 都可能发生

6.
 

设 A = (α1,
 

α2,
 

α3,
 

α4) 是 4 阶矩阵,
 

A∗ 为 A的伴随矩阵,
 

若(1,
 

0,
 

1,
 

0) T 是方程组

Ax = 0 的一个基础解系,
 

则 A∗x = 0 的基础解系可为(　 　 ) .
 

(A)α1,
 

α3 (B)α1,
 

α2

(C)α1,
 

α2,
 

α3 (D)α2,
 

α3,
 

α4
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　 　 二、
 

填空题

1. 已知线性方程组
 

ax1 +x3 = 1,
x1 + ax2 +x3 = 0,
x1 + 2x2 + ax3 = 0,
ax1 + bx2 = 2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

 

有解,
 

其中 a,
 

b 为常数,
 

a 0 1
1 2 1
1 2 a

= 4,
 

则
 

1 a 1
1 2 a
a b 0

= 　 　 　 　 . 　

三、
 

设 A =

1 a 0 0
0 1 a 0
0 0 1 a
a 0 0 1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

β =

1
- 1
0
0

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

(1) 计算行列式 A ;
 

(2) 当实数 a 为何值时,
 

方程组 Ax = β 有无穷多解,
 

并求其通解.
 

四、
 

已知 4 元非齐次线性方程组系数矩阵的秩为 3,
 

又 α1,
 

α2,
 

α3 是它的 3 个解向量,
 

其

中 α1 + α2 =(1,
 

1,
 

0,
 

2) T ,
 

α2 + α3 =(1,
 

0,
 

1,
 

3) T,
 

求该非齐次线性方程组的通解.
 

五、
 

设矩阵 A =
1 - 1 0 - 1
1 1 0 3
2 1 2 6

( ) ,
 

B =
1 0 1 2
1 - 1 a a - 1
2 - 3 2 - 2

( ) ,
 

向量
 

α =
0
2
3

( ) ,
 

β

=
1
0
- 1

( ) .
(1) 证明:

 

方程组 Ax = α 的解均为方程组 Bx = β
 

的解;
(2) 若方程组 Ax = α 与方程组 Bx = β 不同解,

 

求 a 的值.
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练习 4. 1
(4. 1. 1

 

正交矩阵与正交变换)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

若 A 为 n 阶实方阵,
 

则 A 为正交矩阵的充要条件是 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ,
 

或者

　 　 　 　 　 ,
 

或者 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
 

2.
 

设 A =

a 1
2

0

1
2

b 0

0 0 1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

为正交矩阵,
 

则 a,
 

b 取值为 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
 

3.
 

设 A,
 

B 为 n 阶正交矩阵,
 

n 为奇数,
 

则行列式 (A - B)(A + B) = 　 　 　 　 .
 

二、
 

矩阵

1
9

- 8
9

- 4
9

- 8
9

1
9

- 4
9

- 4
9

- 4
9

7
9

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

是不是正交阵,
 

并说明理由.
 

三、
 

设 A 是 n 阶正交阵,
 

证明 A∗ 也是正交阵.
 

四、
 

若α是一个单位向量,
 

证明:
 

Q = E - 2ααT 是一个正交矩阵;
 

当α =( 1
3

,
 1

3
,

 1
3

)
T

时,
 

求出 Q.
 

五、
 

设二次型 f(x1,
 

x2) =x2
1 - 4x1x2 + 4x2

2
 经正交变换

 x1

x2
( ) = Q

y1

y2
( )

 

化为二次型
 

g(y1,
 

y2)

= ay2
1 + 4y1y2 + by2

2,
 

其中
 

a ≥ b.
(1) 求

 

a,
 

b
 

的值;
(2) 求正交矩阵

 

Q.
六、

 

设二次型
 

f(x1,
 

x2,
 

x3) = 2(a1x1 +a2x2 +a3x3) 2 +(b1x1 +b2x2 +b3x3) 2,
 

记

α =
a1

a2

a3

( ) ,
 

β =
b1

b2

b3

( ) .
(1) 证明二次型 f

 

对应的矩阵为
 

2ααT + ββ T;
(2) 若 α,

 

β 正交且均为单位向量,
 

证明 f 在正交变换下的标准形为
 

2y2
1 +y2

2 .
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练习 4. 2
(4. 1. 2

 

特征值与特征向量)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

设 λ = 4 是 n 阶矩阵 A 的一个特征根,
 

则行列式 | 4E - A | = 　 　 　 ,
 

R(4E -
A)　 　 　 n,

 

齐次线性方程组(4E - A)x = O 一定有 　 　 　 　 　 解.
 

2.
 

已知 3 阶矩阵 A的三个特征值为 1,
 

2,
 

3,
 

则 A -1 的特征值为 　 　 　 　 　 　 ,
 

A2 + 2A +
3E 的特征值为 　 　 　 　 　 　 .

 

3.
 

设 A 为 n 阶方阵,
 

| A | ≠ 0,
 

A∗ 为 A 的伴随矩阵,
 

E 为 n 阶单位阵,
 

若 A 有特征值 λ,
 

则(A∗) 2 + E 必有特征值 　 　 　 　 　 　 .
 

4.
 

已知 ξ =(1,
 

1,
 

- 1) T 是 A =
2 - 1 2
5 a 3
- 1 b - 2

( ) 的一个特征向量,
 

则 a = 　 　 　 　 　 ,
 

b = 　 　 　 　 　 .
 

二、
 

单项选择题

1.
 

已知 η1,
 

η2 是方程(λE - A)X = 0 两个不同的解向量,
 

则下列向量中必是 A 的对应于

特征值 λ 的特征向量是(　 　 ) .
 

(A)η1 (B)η2 (C)η1 - η2 (D)η1 + η2

2.
 

设 λ = 2 是 A ≠ 0 的矩阵的一个特征值,
 

则矩阵
1
3
A2( )

-1

有一个特征值为(　 　 ) .
 

(A) 4
3

(B) 3
4

(C) 1
4

(D) 1
2

3. 设 A 为 3 阶矩阵,
  

Λ =
1 0 0
0 - 1 0
0 0 0

( ) ,
 

则 A 的特征值为
 

1,
 

- 1,
 

0
 

的充分必要条件是

(　 　 ) . 　
(A) 存在可逆矩阵 P,

 

Q,
 

使得 A = PΛQ.
(B) 存在可逆矩阵 P,

 

使得 A = PΛP -1 .
(C) 存在正交矩阵 Q,

 

使得 A = QΛQ -1 .
(D) 存在可逆矩阵 P,

 

使得 A = PΛPT .

三、
 

求矩阵 A =
1 2 3
2 1 3
3 3 6

( ) 的特征值与特征向量.
 

四、
 

设 A =
1 - 3 3
3 a 3
6 - 6 b

( ) 有特征值 λ 1 = - 2,
 

λ 2 = 4,
 

试求 a,
 

b 的值.
 

五、
 

设矩阵 A =
0 0 1
x 1 y
1 0 0

( ) 有三个线性无关的特征向量,
 

证明 x + y = 0.
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六、
 

若 α1,
 

α2 是 n 阶矩阵 A 属于不同特征值 λ 1,
 

λ 2 的特征向量,
 

证明 α1 + α2 不是 A 的

特征向量.
 

七、
 

若矩阵 A 满足对任意的
 

x1,
 

x2,
 

x3
 均有

 

A

x1

x2

x3

( ) =
x1 +x2 +x3

2x1 -x2 +x3

x2 -x3

( ) .
(1) 求矩阵 A;
(2) 求可逆矩阵

 

P
 

与对角矩阵 Λ,
 

使得
 

P -1AP = Λ.



练习 4. 3
(4. 2. 1

 

相似矩阵与矩阵可对角化的条件)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

n 阶矩阵 A 可对角化的充分必要条件是 A 有 　 　 　 　 　 个线性无关的特征向量.
 

2.
 

设 A,
 

B 为 n 阶矩阵,
 

如果有 n 阶可逆矩阵 P,
 

使 　 　 　 　 　 成立,
 

则称 A 与 B 相似.
 

3.
 

若 4 阶方阵 A 与 B 相似,
 

方阵 A 的特征值为
1
2

,
 1

3
,

 1
4

,
 1

5
,

 

则行列式 | B -1 - E

| = 　 　 　 　 .
 

二、
 

单项选择题

1.
 

设 A、
 

B 都是 n 阶方阵,
 

且 A 与 B 有相同的特征值,
 

并且 A、
 

B 都有 n 个线性无关的特

征向量,
 

则(　 　 ) .
 

(A)A ~ B (B)A = B
(C)A ≠ B,

 

但 | A - B | = 0 (D)A 与 B 不一定相似,
 

但 | A | =| B |
2.

 

若矩阵 A 与
 

B 相似,
 

则(　 　 ) .
 

(A)λE - A = λE - B (B) | A | =| B |
(C)A,

 

B 有相同的特征向量 (D)A 与 B 均与一个对角矩阵相似

3.
 

设 n 阶方阵 A 与 B 相似,
 

则必有(　 　 ) .
 

(A)A 与 B 同时可逆或不可逆 (B)A 与 B 有相同的特征向量

(C)A 和 B 均与同一个对角矩阵相似
 

(D) 矩阵 λE - A 与 λE - B 相等

4. 已知矩阵 A =
2 0 0
0 2 1
0 0 1

( ) ,
 

B =
2 1 0
0 2 0
0 0 1

( ) ,
 

C =
1 0 0
0 2 0
0 0 2

( ) ,
 

则(　 　 ) .

(A)A 与 C 相似,
 

B 与 C 相似 　 (B)A 与 C 相似,
  

B 与 C 不相似

(C)A 与 C 不相似,
  

B 与 C 相似 (D)A 与 C 不相似,
  

B 与 C 不相似

三、
 

已知三阶方阵 A 的特征值为 1,
 

- 1,
 

2,
 

设 B = A3 - 5A2,
 

试求:
 

(1)B 的特征值;
 

(2) 与 B 相似的对角阵;
 

(3) B ;
 

(4) A - 5E .
 

四、
 

已知 A =
7 - 12 6

10 - 19 10
12 - 24 13

( ) ,
 

求 A100 .
 

五、
 

设矩阵 A =
0 2 - 3
- 1 3 - 3
1 - 2 a

( ) 与矩阵 B =
1 - 2 0
0 b 0
0 3 1

( ) 相似,
 

(1) 求 a,
 

b 的值;　 (2) 求可逆矩阵 P,
 

使 P -1AP 为对角阵.
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六、
 

设矩阵A =
2 1 0
1 2 0
1 a b

( )
 

仅有两个不同的特征值,
 

若A相似于对角矩阵,
 

求 a,
 

b的值,
 

并求可逆矩阵 P,
 

使P -1AP 为对角矩阵.
七、

 

设 A 为 2 阶矩阵,
  

P = (α,
 

Aα),
 

其中 α 是非零向量且不是 A 的特征向量.
(1) 证明:

  

P 为可逆矩阵;
(2) 若A2α + Aα - 6α = 0,

 

求P -1AP,
 

并判断 A 是否相似于对角矩阵.



练习 4. 4
(4. 2. 2

 

实对称矩阵的对角化)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

若 λ 是实对称矩阵 A 的特征方程的 r 重根,
 

则秩 R(λE - A) = 　 　 　 　 ,
 

从而对应特

征值 λ 恰有 　 　 　 　 个线性无关的特征向量.
 

2.
 

设矩阵 A =
1 - 1 1
2 4 - 2
- 3 - 3 α

( ) 与矩阵 B =
2 0 0
0 2 0
0 0 β

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

相似,
 

则 α = 　 　 　 　 ,
 

β

= 　 　 　 　 .
 

3.
 

设 A 为实对称矩阵,
 

若 A2 = O,
 

则 A = 　 　 　 　 .
 

二、
 

选择题

设 A 为 3 阶矩阵,
 

则“A3 -A2 可对角化” 是“A 可对角化” 的(　 　 ) .
(A) 充分但不必要条件 　 　 (B) 必要但不充分条件

(C) 充分必要条件 　 　 　 　 (D) 既不充分也不必要条件

三、
 

已知实对称矩阵 A =

1 1 0 - 1
1 1 - 1 0
0 - 1 1 1
- 1 0 1 1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

求一个正交矩阵 P,
 

使 P -1AP 成为对

角阵.
 

四、
 

设 A 为 3 阶实对称矩阵,
 

λ1 = 8,
 

λ2 = λ3 = 2 是其特征值,
 

已知对应于 λ1 = 8 的特征

向量为 α =
1
k
1

( ) ,
 

对应于 λ2 = λ3 = 2 的一个特征向量为 α2 =
- 1
1
0

( ) ,
 

试求(1) 参数 k;
 

(2) 对

应于 λ2 = λ3 = 2 的另一个特征向量;
 

(3) 矩阵 A.
 

五、
 

设 A =
3 - 2
- 2 3( ) ,

 

求 φ(A) = A10 - 5A9 .
 

六、
 

设 A为 3 阶矩阵,
 

α1,
 

α2 为 A的分别属于特征值 - 1,
 

1 的特征向量,
 

向量 α3 满足 Aα3

= α2 + α3,
 

(1) 证明 α1,
 

α2,
 

α3,
 

线性无关;
 

(2) 令 P = (α1,
 

α2,
 

α3),
 

求 P -1AP.
 

七、
 

证明
 

n
 

阶矩阵
 

1 1 … 1
1 1 … 1
︙ ︙ ︙
1 1 … 1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

 

与
 

0 … 0 1
0 … 0 2
︙ ︙ ︙
0 … 0 n

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

 

相似.
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练习 4. 5
(4. 3. 1

 

二次型及其标准形)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

二次型 f(x1,
 

x2,
 

x3,
 

x4) = x1x3 - x2x4 的矩阵形式 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
 

2.
 

若二次型 f = x2 + 3y2 + z2 + 2axy + 2xz + 2yz 经正交变换化为 f = y2
1 + 4y2

2,
 

则 a
= 　 　 　 　 　 　 .

 

3.
 

设 实 二 次 型 f(x1,
 

x2,
 

x3) 的 标 准 形 为 f = 4y2
1 - 3y2

2,
 

则 其 规 范 形 的 矩 阵

为 　 　 　 　 　 　 .
 

二、
 

单项选择题

1. 设矩阵 A = (aij) n×n,
 

则二次型 f(x1,
 

x2,
 

…,
 

xn) =∑
n

i = 1
(ai1x1 + ai2x2 + … + ainxn)

2
的矩

阵为(　 　 ) .
 

(A)A (B)A2 (C)ATA (D)AAT

2. 二次型
 

f x1,
 

x2,
 

x3( ) = x1 +x2( ) 2 + x1 +x3( ) 2 - 4 x2 -x3( ) 2
 

的规范型为(　 　 ) .
(A)

 

y2
1 +y2

2 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 (B)
 

y2
1 -y2

2

(C)
 

y2
1 +y2

2 - 4y2
3 　 　 　 　 　 　 (D)

 

y2
1 +y2

2 -y2
3

3. 设二次型
 

f x1,
 

x2,
 

x3( ) =xTAx
 

在正交变换下可化成
 

y2
1 - 2y2

2 + 3y2
3,

 

则二次型
 

f
 

的矩阵

A 的行列式与迹分别为(　 　 ) .
(A) - 6,

 

- 2 (B)6,
  

- 2
(C) - 6,

 

2 (D)6,
 

2
三、

 

用正交换变换法化二次型 f = 2x2
1 + 3x2

2 + 3x2
3 + 4x2x3 成标准形.

 

四、
 

用配方法化二次型 f = 2x1x2 + 2x1x3 - 6x2x3 成标准形.
 

五、
 

已知 A =

1 0 1
0
- 1

1
0

1
a

0 a - 1

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

,
 

二次型 f(x1,
 

x2,
 

x3) = xT(ATA)x 的秩为 2,
 

(1) 求实数 a 的值;
 

(2) 求正交变换 x = Qy,
 

将 f 化为标准形.
 

六、
 

设二次型 f (x1,
 

x2,
 

x3) = 2(a1x1 + a2x2 + a3x3) 2 + (b1x1 + b2x2 + b3x3) 2,
 

记 α =
(a1,

 

a2,
 

a3) T,
 

β = (b1,
 

b2,
 

b3) T .
(1) 证明二次型 f 对应的矩阵为 2ααT + ββ T;
(2) 若 α,

 

β 正交且均为单位向量,
 

证明 f 在正交变换下的标准形为 2y2
1 + y2

2 .
七、

 

已知二次型
 

f x1,
 

x2,
 

x3( ) = 3x2
1 + 4x2

2 + 3x2
3 + 2x1x3 .

(1) 求正交矩阵 Q,
 

使正交变换 x = Qy 将二次型
 

f x1,
 

x2,
 

x3( )
 

化为标准形;

(2) 证明
 

min
x≠0

f(x)
xTx

= 2.
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练习 4. 6
(4. 3. 2

 

正定二次型)

　 　 一、
 

填空题

1.
 

设实二次型 Q(x1,
 

x2,
 

x3) = 2x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1x2 + tx1x3 是正定的,

 

则 t的取值范围是

　 　 　 　 　 　 .
 

2.
 

已知 A =
2 1 0
1 a 0
0 0 a

( ) 为正定矩阵,
 

则 a 的取值范围为 　 　 　 　 　 .
 

3.
 

设 A =
1 2 0
2 k 0
0 0 k - 2

( ) 为正定实对称矩阵,
 

则 k 满足条件 　 　 　 　 　 .
 

二、
 

单项选择题

1.
 

n 阶实对称矩阵 A 正定的充要条件是(　 　 ) .
 

(A)A 的所有特征值非负 (B)R(A) = n
(C) 所有 k 阶子式为正(1 ≤ k ≤ n) (D)A -1 是正定矩阵

2.
 

设 n 阶方阵 A 为正定矩阵,
 

下面结论不对的是(　 　 ) .
 

(A)A 可逆 (B)A -1 也是正定矩阵

(C) | A | > 0 (D)A 的所有元素全为正

3.
 

矩阵(　 　 ) 不是正定矩阵.
 

(A)
1 - 1 - 1
- 1 2 1
- 1 1 3

( ) (B)
3 1 - 1
1 1 0
- 1 0 1

( )
(C)

3 1 - 1
1 2 1
- 1 1 0

( ) (D)
2 0 - 1
0 3 - 1
- 1 - 1 1

( )
4. 设矩阵 A =

1 2
- 2 - a( ) ,

 

B =
1 0
1 a( ) ,

 

若
 

f(x,
 

y) = xA + yB 是正定二次型,
 

则
 

a
 

的

取值范围是(　 　 ) .

(A)(0,
 

2 - 　 3 )　 　 　 　 　 　 (B)(2 - 　 3 ,
 

2 + 　 3 )

(C)(2 + 　 3 ,
 

4)　 　 　 　 　 (D)(0,
 

4)
5.二次型

 

f(x1,
 

x2,
 

x3) =(x1 +x2) 2 +(x2 +x3) 2 -(x3 -x1) 2
 

的正惯性指数与负惯性指数依

次为(　 　 ) .
(A)

 

2,
 

0　 　 　 (B)
 

1,
 

1
(C)

 

2,
 

1　 　 　 (D)
 

1,
 

2
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　 　 三、
 

判别下列二次型的正定性:
 

1.
 

f = - 2x2
1 - 6x2

2 - 4x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 .

 

2.
 

f = x2
1 + 3x2

2 + 9x2
3 + 19x2

4 - 2x1x2 + 4x1x3 + 2x1x4 - 6x2x4 - 12x3x4 .
 

四、
 

已知二次型:
 

f(x1,
 

x2,
 

x3) = 5x2
1 + 5x2

2 + cx2
3 - 2x1x2 + 6x1x3 - 6x2x3 的秩为 2:

 

1.
 

求参数 c 及此二次型对应方阵的特征值.
 

2.
 

指出方程 f(x1,
 

x2,
 

x3) = 1 表示何种二次曲面.
 

五、
 

设三阶实对称矩阵 A 的特征值为
 

1,
 

1,
 

- 2,
 

矩阵 A 对应的特征向量依次为 α1 =
(0,

 

1,
 

0) T,
 

α2 =(1,
 

0,
 

1) T,
 

α3 =(1,
 

0,
 

- 1) T .
 

(1) 求矩阵 A;
 

(2) 求 A2009;
 

(3) 判断 A 所对应的二次型是否为正定二次型.
 

六、
 

设 A,
 

B 是 n 阶正定矩阵,
 

证明 A + B 也是正定矩阵.
 


