
习题 6. 2

1.
 

(1)θ = 2X - 1
2

;
 

(2) 因为 E(4X2) > θ 2,
 

所以 4X2 不是 θ 2 的无偏估计.
 

2.
 

解:
 

X ~ E(θ),
 

E(X) = E(X) = θ,
 

所以 X 是 θ 的无偏估计.
令 T = min{X1,

 

X2,
 

…,
 

Xn},
 

T 的分布函数 FT( t) = P(T ≤ t)
= 1 - P(T > t)
= 1 - P(X1 > t,

 

X2 > t,
 

…,
 

Xn > t)
= 1 - [P(X > t)]n
= 1 - [1 - P(X ≤ t)]n
= 1 - [1 - FX( t)]n

= 1 - e
- nt
θ ,

 

t > 0,
 

T 的概率密度 fT( t) =(FT( t)) ′ = n
θ

e
- nt
θ ,

 

t > 0,
 

即 T ~ E θ
n( ) ,

 

故 E(T) = θ
n

,
 

从而 E(nT) = θ,
 

所以 nT 也是 θ 的无偏估计.
3.

 

μ 2 最有效.
 

4.
 4

3
max{X1,

 

X2,
 

X3} 比 4min{X1,
 

X2,
 

X3} 更有效.

解:
 

令 M = max{X1,
 

X2,
 

X3},
 

N = min{X1,
 

X2,
 

X3},
 

先求 M,
 

N 的概率密度.
FM(x) = P{M ≤ x} = P{X1 ≤ x,

 

X2 ≤ x,
 

X3 ≤ x}

= [P{X ≤ x}]3 =

1,
 

x ≥ θ,
 

x3

θ 3 ,
 

0 < x < θ,
 

0,
 

x ≤ 0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

∴ fM(x) =
3x2

θ 3 ,
 

0 < x < θ,
 

0,
 

其他.

ì

î

í

ïï

ïï

FN(x) = P{N ≤ x} = 1 - P{N > x} = 1 - P{X1 ≥ x,
 

X2 ≥ x,
 

X3 ≥ x}

= 1 - [1 - P{X < x}]3 =

1,
 

x ≥ θ,
 

1 - 1 - x
θ( )

3

,
 

0 < x < θ,
 

0,
 

x ≤ 0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

∴ fN(x) =
3
θ

1 - x
θ( )

2

,
 

0 < x < θ,
 

0,
 

其他.

ì

î

í

ïï

ïï



E 4
3
M( ) = 4

3 ∫θ

0

3x3

θ 3 dx =∫θ

0

4x3

θ 3 dx = θ,
 

E(4N) = 4∫θ

0

3
θ

1 - x
θ( )

2
é

ë
êê

ù

û
úú xdx = 12

θ ∫θ

0
x + x3

θ 2
- 2x2

θ( ) dx = θ,
 

∴ 4
3

max{X1,
 

X2,
 

X3},
 

4min{X1,
 

X2,
 

X3} 都是 θ 的无偏估计.

E(M) = 3
4
θ,

 

E(M2) =∫θ

0

3x4

θ 3 dx = 3θ 2

5
,

 

E(N) = θ
4

,
 

E(N2) =∫θ

0

3
θ

1 - x
θ( )

2
é

ë
êê

ù

û
úú x

2dx = 3
θ ∫θ

0
x2 + x4

θ 2
- 2x3

θ( ) dx = θ 2

10
,

 

∴ D(M) = E(M2) - E2(M) = 3
80

θ 2,
 

D(N) = E(N2) - E2(N) = 3
80

θ 2,
 

∴ D 4
3
M( ) = 1

15
θ 2 < D(N) = 3

5
θ 2,

 

∴ 4
3

max{X1,
 

X2,
 

X3} 比 4min{X1,
 

X2,
 

X3} 更有效.

5.
 

解:
 

X ~ U(0,
 

θ),
 

D(X) = σ 2 = θ 2

12
,

 

∵ E 12
n - 1∑

n

i = 1
(X i - X) 2é

ë
êê

ù

û
úú = 12E(S2) = 12D(X) = 12·θ 2

12
= θ 2,

 

∴ 12
n - 1∑

n

i = 1
(X i - X) 2 是 θ 2 的无偏估计.

∵ (n - 1)S2

σ 2 ~ χ 2(n - 1),
 

D
(n - 1)S2

σ 2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú = 2(n - 1),

 

∴ D(S2) = 2σ 4

n - 1
= θ 4

72(n - 1)
.

由切比雪夫不等式,
 

P{ 12S2 - θ 2 < ε} ≥1 - D(12S2)
ε 2

= 1 - 144D(S2)
ε 2

= 1 - 2θ 4

(n - 1)ε 2

lim
n→∞

P{ 12S2 - θ 2 < ε} ≥lim
n→∞

1 - 2θ 4

(n - 1)ε 2
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú = 1,

 

∴ 12
n - 1∑

n

i = 1
(X i - X) 2 是 θ 2 的相合估计.


