
　 课程思政教学设计(理工科卷)

格林公式及其应用

基本信息

教学主题 格林公式及其应用 课时安排 1 课时(45 分钟)

所在章节 第 13 章第 3 小节

【教学目标】


 

知识目标

(1)理解格林公式及其证明。
(2)理解格林公式的意义和格林公式成立的条件。
(3)能利用格林公式解决实际问题。


 

能力目标

(1)通过牛顿-莱布尼茨公式→格林公式的推广过程,
 

培养学生的推理能力。
(2)通过格林公式的证明,

 

培养学生知识运用的能力。
(3)通过分析 GPS 面积测量仪,

 

培养解决问题的能力。


 

情感目标

(1)通过牛顿-莱布尼茨公式与格林公式的联系,
 

感受数学的奇妙,
 

以及严密的数学逻辑。
(2)通过介绍数学家的故事,

 

让学生体会科学探索的漫长过程,
 

树立终身学习的意识。

【教学重点与难点】


 

教学重点

(1)格林公式及其证明。
(2)格林公式的应用。

 

(3)利用格林公式解决实际问题。
教学难点

(1)格林公式及其推导。
(2)格林公式的应用。

  

【课程思政】

(1)从牛顿-莱布尼茨公式到格林公式的推广过程,
 

鼓励学生大胆猜想,
 

科学求证,
 

同时在猜想过程

中,
 

引导学生透过形式看本质,
 

为格林公式的推广奠定基础。
(2)通过揭示 GPS 测量仪之谜,

 

让学生体会数学的应用价值,
 

养成运用知识的习惯,
 

提高学生的创

新意识。

·417·



课程 12　 高等数学　

(3)通过介绍数学家的故事,
 

让学生体会科学探索的漫长过程,
 

树立终身学习的意识。

【教学思路和方法设计】


 

教学设计思路

本节课的教学遵循:
 

课程导入→问题探究→概念形成→例题讲解→学以致用→课堂小结→课后思考

的教学过程。 采用讲授法、
 

提问法、
 

辩证分析法等教学方法和认识事物的方法展开教学。
本节课通过湖泊和梯田的面积测量这一问题,

 

引入课堂。 学生在计算面积时可以用定积分和二重积

分。 教师进行点拨,
 

将学生带入揭秘 GPS 面积测量仪的情境中,
 

营造一个学生感兴趣并激发求知欲的教

学氛围。 接着,
 

启发学生利用以往学过的知识来探究发现封闭边界曲线与其所围的平面区域之间的关

系。 在师生共同分析推导后,
 

总结格林公式,
 

进一步说明在一般封闭区域下公式的正确性。 启发学生用

本次微课所学的格林公式,
 

以及已知知识对 GPS 面积测量仪的数学原理进行研究及讨论。


 

教学方法

(1)启发式教学、
 

案例教学法

本节课以一个经典的数学故事切入,
 

提出问题,
 

分析问题,
 

解决问题,
 

同时引出本次课的教学知识

点。 遵循以教师主导、
 

以学生为主体的教学理念,
 

激发每个学生的学习兴趣,
 

培养他们的数学思维能力,
 

提高数学素养。
 

(2)研讨式教学

引导学生主动探究常数项级数概念,
 

加深学生对概念的理解,
 

培养学生研究问题的兴趣和能力。
 

(3)多媒体教学与板书相结合

充分利用现代化教学手段和传统教学手段的优点。 格林公式难且抽象,
 

学生很难想象,
 

利用丰富的

图片与动画展示,
 

使学生对格林公式的求解过程一目了然;
 

在推导公式的过程中,
 

利用板书详细讲解,
 

加深同学们对问题的理解、
 

掌握及应用。


 

教学设计过程安排

本课程教学设计过程安排如表 12. 7 所示。

表 12. 7　 教学设计过程安排

教学环节 教师活动 学生活动 设计意图 时间 / min

导入新课

创设情境,
 

导入新课:
(1)如何测量湖泊与梯田的面积?
(2)分析定积分和二重积分计算面积的局

限性;
(3)测量湖泊和梯田的工具———GPS 面积测

量仪;
(4)提出问题:

 

方便高效的面积测量仪是如何

工作的?

体会教师所介绍的素

材,
 

并针对问题积极

展开思考

通过实际问题的引入,
 

激发学生的求知欲及探

索新知识的兴趣

4
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续表12. 7

教学环节 教师活动 学生活动 设计意图 时间 / min

教学过程

(1)利用牛顿-莱布尼茨公式提出猜想,
 

“二

重积分是否也可以用某个函数在积分区域边

界上的值来表达”,
 

从而引入格林公式,
 

为格

林公式的理解和格林公式的证明做铺垫;
(2)根据猜想的格林公式的结构,

 

引导学生探

究封闭区域边界曲线的方向,
 

进而介绍———
单连通区域、

 

复连通区域及其边界曲线的正

向的概念,
 

为格林公式及其证明的讲授做

准备;
(3)格林公式及其证明。 结合格林公式结构

的猜想,
 

从第二类曲线积分联系出发,
 

推导格

林公式;
(4)通过证明过程理解格林公式的意义:

 

建立

二重积分与其积分区域的边界曲线上的第二

类曲线积分之间的关系,
 

为二重积分和曲线

积分的计算提供了新的途径;
(5)典型例题+解释面积测量仪原理

(1) 回顾牛顿 - 莱布

尼茨公式;
(2) 在教师的引导下

猜 想 格 林 公 式 的

结构;
(3) 学生直观观察单

连通区域、
 

复连通区

域并了解其内涵;
 

理

解边界曲线的正向;
(4) 学生根据教师的

板书过程理解格林公

式的证明;
(5) 学生根据教师的

引导深刻理解格林公

式,
 

为格林公式的应

用做好准备;
(6) 掌握利用格林公

式进行计算的步骤;
 

理解面积测量仪的

原理

(1) 通过揭示牛顿 -莱

布尼茨公式实质运用猜

想、
 

类比的数学方法得

出格林公式的结构;
( 2) 介绍单连通区域、

 

复联通区域及其边界曲

线的正向的概念。 为格

林 公 式 及 其 证 明 做

准备;
(3) 验证猜想,

 

推导格

林公式及其证明;
(4) 揭示格林公式的意

义和注意点,
 

使学生深

刻理解格林公式,
 

为格

林 公 式 的 应 用 做 好

准备;
(5) 前后呼应,

 

使学生

掌握格林公式的应用,
 

并培养学生学以致用的

意识

35

课堂小结

总结本次课的内容:
 

回顾由牛顿莱布尼兹公

式推广到格林公式与的过程,
 

并强调它们之

间的共性;
 

格林公式的应用

提出猜想:
 

能否将格林公式进行推广到三重

积分中去。 若能,
 

推广后的情形可能会是什

么样的呢?

学生积极参与课堂内

容小结;
 

积极思考回

答教师引导性问题

帮助同学梳理知识点,
 

以更好地掌握格林公式

以及归纳猜想、
 

类比推

广的数学方法

3

课后思考

给出一道课后思考题,
 

为下节课的内容做铺

垫。 计算积分 ∮
L

xdy - ydx
x2 + y2 ,

 

其中 L为一无重点

且不过原点的分段光滑正向闭曲线

学生在课后通过复习

课堂内容和查阅资料

自主积极或互相交流

后求解问题

进一步帮助学生理解和

掌握格林公式,
 

培养学

生灵活运用现有知识解

决问题的能力

3
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课堂导入

【引入问题】如何测量湖泊与梯田的面积呢?
【知识回顾】平面图形的面积求解的问题,

 

我们并不陌生,
 

可以用定积

分和二重积分进行计算。

定积分:
 

S = ∫b

a
f(x)dx。

二重积分:
 

S = ∬
D

dσ 。

【教师点拨】无论是采用定积分还是二重积分,
 

它们的计算都依赖平面

区域的边界曲线的精确数学描述。 在实际问题中,
 

边界曲线的精确表达往

往比较困难。 所以,
 

定积分和二重积分这两个工具在解决湖泊与梯田的面

积时,
 

就显得手足无措了。 那么,
 

应该如何测量呢?
科学技术的进步,

 

带来了我们对整个世界的不断的探索。 GPS 面积测

量仪(见图 12. 37)的诞生不仅可以应用到工程、
 

科研探索上,
 

还常用于农

田、
 

水域、
 

山坡、
 

绿地和森林等的面积测定。 因此有时又被俗称为农田面

积测量仪、
 

土地面积测量仪,
 

或者简称测亩仪、
 

农田测亩仪。

图 12. 37　 GPS 面积测量仪

【引入问题】方便高效的面积测量仪是如何工作的呢?
带着这个疑问,

 

让我们一起走进今天的课程——————格林公式的

学习。
【引出思考】在使用 GPS 面积测量仪时,

 

我们看到测量员会拿着测量

仪绕着湖泊的边界行走一周。 湖泊的面积是否与围成湖泊的边界曲线之间

有某种关系呢?
【回顾知识】牛顿-莱布尼茨公式。

∫b

a
f(x)dx = F(b) - F(a)

本质:
 

一元函数在区间上的积分可以用它的一个原函数在区间边界上

·717·

创设情景、
 

引入新课。
(1)提出问题:

 

如何测量湖泊

和梯田的面积?
(2)教师引导学生计算面积的

两种方法———定积分和二重

积分。
(3)教师指出用定积分和二重

积分计算时的局限性。
(4)引入探究 GPS 面积测量

仪的原理这一问题。 (约 4 分

钟)

教学方法:启发式教学法。
 

教师引导学生自主回顾牛顿-
莱布尼茨公式,

 

并理解其本质

(约 2 分钟)
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的值表示。
猜想:

 

二元函数在区域上的积分可以用它的一个“原函数”在区域边界

上的值表示,
 

即

∬
D

(? )dxdy = ∮
L

?

【教师点拨】猜想是数学的一个重要的学习手段,
 

它是一种合理推断。
正如伟大的数学家、

 

物理学家牛顿所说:
 

没有大胆的猜想,
 

就不能做出伟

大的发现! 数学史上有许多著名的猜想,
 

如哥德巴赫猜想。 从某种角度来

看,
 

猜想推动着数学理论的发展。

【引入问题】 猜想∬
D

(? )dxdy = ∮
L

? 的形式如何?

【分析】∬
D

f(x,
 

y)dxdy = ∮
L

P(x,
 

y)dx 或者∬
D

f(x,
 

y)dxdy = ∮
L

Q(x,
 

y)dy

【引出思考】上面等式的右端是封闭图形下,
 

对坐标的曲线积分,
 

以

此,
 

我们有必要探究封闭图形的曲线的方向。
概念讲授:

 

单连通区域、
 

复连通区域、
 

区域边界的方向(正向 /负向)
(见图 12. 38)。

图 12. 38　 单连通、
 

复连通区域

区域边界的方向:当人沿边界行走时,区域 D 总在其左边,
 

该方向为边

界的正向,
 

相反为边界的负向。

【验证】∬
D

f(x,
 

y)dxdy = ∮
L

P(x,
 

y)dx (1)

得出 f(x,
 

y)与 P(x,
 

y)的关系(教师板书过程,
 

如图 12. 39 所示)。

验证猜想 ∬
D

f(x,
 

y)dxdy = ∮
L

P(x,
 

y)dx

若积分区域 D 是 X-型区域,且由正向分

段光滑闭曲线 L 围成,
 

则

　 D:a≤x≤b
　 ϕ1(x)≤y≤ϕ2(x)

　 ∮
L

P(x,
 

y)dx

= ∫
L1

P(x,
 

y)dx + ∫
L2

P(x,
 

y)dx

= ∫b

a
P(x,

 

ϕ1(x))dx + ∫a

b
P(x,ϕ2(x))dx

= ∫b

a
P(x,

 

y)
ϕ

1
(x) ϕ 2(x)dx

= ∫b

a
(∫ϕ1(x)

ϕ2(x)

P
y

dy)dx

= - ∬
D

P
y

dσ　 f(x,
 

y) = - P
y

图 12. 39　 教师板书过程
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教学方法:猜想、
 

类比法。
 

通

过 数 学 研 究 中 常 用 的 方

法———类比法,
 

引导学生猜想

格林公式的结构。 (约 2 分

钟)

教学方法:合作交流。
 

学生交

流猜想格林公式的具体形式。
培养学生由抽象→具体的能

力。 (约 2 分钟)

教学方法:动画直观。
 

通过

PPT 直观演示单连通区域和

复连通区域以及边界曲线的

正向。 (约 2 分钟)
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格林公式

【定理】设平面区域 D 是由分段光滑闭曲线围成,
 

函数 P(x,
 

y),
 

Q(x,
 

y)在 D 上具有一阶连续偏导数,
 

则

∬
D
(∂Q

∂x
- ∂P

∂y
)dxdy = ∮

L
Pdx + Qdy

该公式称为格林公式,
 

其中 L 是 D 的取正向的边界曲线。
注意:

 

(1)格林公式的实质:
 

使沿有向闭曲线的曲线积分与二重积分

之间相联系。 即

∬
D
(∂Q

∂x
- ∂P

∂y
)dxdy = ∮

L
Pdx + Qdy

(2)格林公式的条件:
①L 封闭,

 

取正向。
②P、

 

Q 在
 

L 所围成区域 D 上有一阶连续偏导数。
当条件不满足时,

 

可补充条件。
(3)利用曲线积分求平面图形面积的一种新方法:

正向闭曲线
 

L 所围成区域 D 的面积 A= 1
2 ∮

L
xdy - ydx。

【教师点拨】在利用格林公式进行计算时,
 

明确以下步骤:
 

明确曲线正

向→指出 P,
 

Q 函数→正确使用公式。

典型例题

【例题 1】
 

设 L 是一条分段光滑的闭曲线,
 

证明

∮
L
2xydx + x2dy = 0

证明:
 

令 P= 2xy,
 

Q=x2,
 

则

Q
x

=P
y

= 2x-2x= 0

利用格林公式,
 

得

∮
L
2xydx + x2dy = ∬

D

0dxdy = 0

【引出思考】GPS 面积测量仪是如何通过收集若干点的坐标算出平面不

规则图形面积的呢?
手持 GPS 面积测量仪绕行测量区域一周,

 

仪器自动测量路线的坐标(图
12. 40),

 

再利用格林公式得到面积:

A= 1
2 ∮

L
xdy - ydx = ∬

D
dxdy
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教学方法:积极引导。 通过教

师板书循序渐进、
 

逐渐引导学

生得到格林公式。 (约 10 分

钟)

教学方法:讲授法。

设计意图:教师板书格林公式

的内容并阐述定理内容的注

意点,
 

使学生深刻理解格林公

式,
 

为利用格林公式进行计算

和解决实际问题奠定基础。
(约 8 分钟)

设计意图:强调格林公式使用

的条件。
通过典型例题和揭秘 GPS 测

量面积之谜,
 

培养学生学习知

识意识和学以致用的能力。
(约 7 分钟)
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图 12. 40　 测量路线坐标

课堂小结

∫
b

a

f(x)dx = F(b) - F(a)(牛顿 - 莱布尼兹公式)

区间上的定积分,
 

同其两端点上的函数值之间的关系

∬
D

Q
x

- P
y( ) dxdy = ∮

L
Pdx + Qdy (格林公式)

平面区域的二重积分同其边界上的曲线积分之间的关系

共性:
 

将内部问题转化成边界问题来处理。

课后思考

计算积分∮
L

xdy - ydx
x2 + y2 ,

 

其中 L 为一无重点且不过原点的分段光滑正向

闭曲线。

【课后练习】

(1)计算下列曲线积分,
 

并验证格林公式的正确性。
 

∮
L
(2xy - x2)dx + (x + y2)dy,

 

其中 L 是由抛物线 y= x2 和 y2 = x 所围成的区域的正向边界曲线。

(2)利用曲线积分,
 

求下列曲线所围成的图形的面积。
 

①圆 x2 +y2 = 2ax;　 　 　 　 　 　 ②星形线 x=a cos3 t,
 

y=a sin3 t

·027·

设计意图:帮助同学梳理知识

点,
 

以更好地掌握格林公式以

及归纳猜想、
 

类比推广的数学

方法。 (约 3 分钟)

设计意图:学生在课后通过复

习课堂内容和查阅资料自主积

极或互相交流后求解问题。
(约 2 分钟)
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板书设计

板书设计如图 12. 41 所示。

图 12. 41　 板书设计

本节课利用熟悉的知识为铺垫,
 

引入新课程,
 

既保持了知识的连贯性,
 

又让学生对新课程有了整体

的把握。 在介绍格林公式之前,
 

通过多媒体演示,
 

让学生了解生活中应用 GPS 面积测量仪的实测。 将实

际问题抽象成数学问题,
 

引导学生通过对已有知识的运用,
 

总结归纳出定理的条件及结论。 既培养了学

生的分析能力,
 

又树立了学生的自信心。 格林公式的证明是一个教学难点,
 

通过将整个证明过程分解成

四个小问题,
 

逐一进行解决,
 

大大降低了该部分内容的难度,
 

易于学生的理解。 在教学过程中多次以提

问的方式,
 

引导学生积极思考,
 

让学生充分参与,
 

形成教学互动,
 

融洽教学氛围。

·127·


