
4. 4. 4∗ 　 求指派问题多重最优解的分枝定界法

在实际应用中,
 

优化问题的多重最优解具有非常重要的作用. 用单纯形法解线性规划问

题,
 

以及用表上作业法解运输问题时,
 

若问题存在多重最优解,
 

则都能用专门的方法求出来.
但求解指派问题的匈牙利法以及其他方法,

 

都未论述如何求指派问题的多重最优解,
 

国内外

其他文献中也仅提及指派问题有时存在多重最优解,
 

并以简单的例子说明,
 

而对于求多重最

优解的一般方法却未有论述. Murty
 

Katta 曾提出一种按照其目标函数值从小到大的顺序,
 

求

解指派问题的算法. 下面以此算法中的思想为基础,
 

讨论求指派问题多重最优解的一种分枝

定界算法.
(1)问题的分析

由匈牙利法知,
 

从系数矩阵(cij)的各行(列)中分别减去各该行(列)最小元素后,
 

得新矩

阵(bij) . 若矩阵(bij)中的 n 个不同行不同列的零元素,
 

即有(1,
 

2,
 

…,
 

n)的一个排列( j1,
 

…,
 

jn)使 b1j1
= … = bnjn

= 0,
 

则 x1j1
= … = xnjn

= 1,
 

其余 xij = 0,
 

就为该指派问题的最优解. 显然,
 

若

存在(1,
 

2,
 

…,
 

n)的多个排列( j1,
 

…,
 

jn)使 b1j1
= …bnjn

= 0,
 

即在挑选位于不同行不同列的零

元素过程中遇到有多种选择时,
 

该指派问题有多重最优解.
指派问题的一个可行解为多重最优解的条件是:

 

①该解所对应的目标函数值与最优解的

相同;
 

②该解中至少有一个变量的取值与已求出的最优解不同.
为方便问题的讨论,

 

设有 X = {x1j1
,

 

…,
 

xnjn
}表示指派问题的一组可行解,

 

其中每个变量

的取值均为 1;
 

j1,
 

…,
 

jn 为 1,
 

2,
 

…,
 

n 的一个排列,
 

其他未列的变量的取值均为 0. 若预先指

定某变量 xij = 0,
 

则约定用 xij 表示并列入其中.
若预先指定 xi1j1

= … = xirjr
= 1,

 

xm1p1
= … = xm1p1

= 0,
 

即

B = {xi1j1
,

 

…,
 

xirjr
;

 

xm1p1
,

 

…,
 

xm1p1
},

 

并相应地从系数矩阵 C 中划掉第 i1,
 

…,
 

ir 行和第 j1,
 

…,
 

jr 列,
 

以及用∞ (或很大的正数)代

替 C 中的元素(m1,
 

p1),
 

…,
 

(m1,
 

p1),
 

便可得到一个子系数矩阵 CB . 解以 CB 为系数矩阵的

指派问题,
 

设该子问题的最优解为{xt1s1
,

 

…,
 

xtn - rsn - r
},

 

显然

XB = B∪{xt1s1
,

 

…,
 

xtn - rsn - r
} = {xi1j1

,
 

…,
 

xirjr
;

 

xm1p1
,

 

…,
 

xm1p1
;

 

xt1s1
,

 

…,
 

xtn - rsn - r
}

是原问题的一组可行解.
对于解 XB,

 

可以分出如下(n - r - 1)个互不相同的分枝:
 

B1 = {xi1j1
,

 

…,
 

xirjr
;

 

xm1p1
,

 

…,
 

xm1p1
;

 

xt1s1
},

 

B2 = {xi1j1
,

 

…,
 

xirjr
,

 

xm1p1
,

 

…,
 

xm1p1
;

 

xt1s1
,

 

xt2s2
},

 

…
Bn - r - 1 = {xi1j1

,
 

…,
 

xirjr
;

 

xm1p1
,

 

…,
 

xm1p1
;

 

xt1s1
,

 

…,
 

xtn - r - 2sn - r - 2
,

 

xtn - r - 1sn - r - 1
} .

其中{ . }中为预先指定取值的变量. 类似地,
 

用上述方法,
 

可对每一分枝求出一组对应于原问

题的可行解,
 

称这个解为该分枝的解. 这些解中,
 

均有 xi1j1
= … = xirjr

= 1;
 

xm1p1
= … = xm1p1

= 0.
但相互间至少有一个变量的取值不同,

 

即 xt1s1
= 0 或 xt1s1

= 1;
 

xt1s1
= 1,

 

但 xt2s2
= 0 或 xt2s2

= 1;
 

依

此类推. 此外,
 

这些解的目标函数值必大于或等于解 XB 的目标函数值.
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(2)算法

算法思想:
 

首先用匈牙利法求出原指派问题的一组最优解,
 

然后对该解进行分枝,
 

并对

每个分枝求解. 若存在某些分枝的解的目标函数值与所求出的最优解目标函数值相同,
 

则说

明求出了新的最优解. 继续对新的最优解分枝,
 

直到求不出新的最优解为止.
一般地,

 

对于给定的指派问题系数矩阵 C = (cij),
 

i = 1,
 

2,
 

…,
 

m;
 

j = 1,
 

2,
 

…,
 

n,
 

当 m
= n 时,

 

称该问题为标准指派问题,
 

否则称为非标准指派问题. 对于非标准指派问题,
 

总可以

转化为标准指派问题来求解. 但对于求多重最优解而言,
 

当 m <n 时,
 

实际上只有前 m 个“人”
的不同指派组合是有意义的. 因此,

 

提出如下求指派问题多重最优解的算法:
 

步骤一:
  

不预先指定任何变量的取值,
 

求原指派问题的一组最优解. 设该解为

X(1) = {x1j1
,

 

…,
 

xnjn
},

 

其相应的目标函数值为 Z. 置 k = 1,
 

LIST 为空集.
步骤二:

  

对最优解 X(1)进行分枝:
 

B1 = {x1j1
},

 

B2 = {x1j1
;

 

x2j2
},

 

Br = {x1j1
,

 

…,
 

xr - 1,
 

jr - 1
;

 

xrjr
},

 

若 m < n,
 

r = m;
 

否则 r = n - 1.
对每一分枝进行求解. 若某分枝的解的目标函数值等于 Z,

 

该解就为一组新的最优解. 将该

解,
 

连同该解中那些被预先指定其取值的变量的信息一起,
 

放入 LIST 中. 若无一分枝的解的

目标函数值等于 Z,
 

则该问题无多重最优解,
 

停止.
步骤三:

  

置 k = k + 1,
 

从 LIST 中任取出一组最优解,
 

记该解为 X(k),
 

且

X(k) = {xi1j1
,

 

…,
 

xirjr
;

 

xm1p1
,

 

…,
 

xm1p1
;

 

xt1s1
,

 

…,
 

xtn - rsn - r
},

 

其中{xi1j1
,

 

…,
 

xirjr
;

 

xm1p1
,

 

…,
 

xm1p1
}为预先指定的变量取值. 对最优解 X(k)进行分枝:

 

B1 = {xi1j1
,

 

…,
 

xirjr
;

 

xm1p1
,

 

…,
 

xm1p1
;

 

xt1s1
},

 

B2 = {xi1j1
,

 

…,
 

xirjr
;

 

xm1p1
,

 

…,
 

xm1p1
;

 

xt1s1
xt2s2

},
 

…
Bq - r = {xi1j1

,
 

…,
 

xirjr
;

 

xm1p1
,

 

…,
 

xm1p1
;

 

xt1s1
,

 

…,
 

xtq - r - 1sq - r - 1
,

 

xtq - rsq - r
},

 

若 m <n,
 

q = m;
 

否

则 q = n - 1.
对每一分枝进行求解,

 

凡某分枝的解的目标函数值等于 Z 者均为一组新的最优解. 将这

些新的最优解,
 

连同解中那些被预先指定其取值的变量的信息一起,
 

放入 LIST 中.
步骤四:

  

若 LIST 变为空集,
 

即再无新的最优解可供进一步分枝,
 

说明多重最优解已全部

求出,
 

分别为 X(1),
 

X(2),
 

…,
 

X(k),
 

共 k 个. 否则,
 

返回步骤三.
在对一新的最优解分枝之前,

 

也可根据该最优解所对应的子问题是否存在多重解来决定

有无必要往下分枝,
 

若存在,
 

则分枝;
 

否则不必再分枝.
用匈牙利法求解指派问题时,

 

其算法复杂性为 0(n3) . 对指派问题的任何一组最优解,
 

最

多只能分出(n - 1)个枝. 于是步骤二和步骤三的每一次循环,
 

最多要求解(n - 1)个指派问题,
 

每个问题的规模依次为 n,
 

n - 1,
 

…,
 

3,
 

2. 因此,
 

当步骤一~步骤三均用匈牙利法解相应的指

派问题时,
 

若原问题存在 k 个多重最优解,
 

则上述求多重最优解算法的复杂性为 0(kn4) .
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　 　 例 4. 11　 求如下指派问题的多重最优解.

C =

3 0 0 1 2 1
1 2 0 3 0 3
0 0 1 2 0 0
3 1 0 0 3 0
1 2 3 0 0 1
0 3 0 4 2 1
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首先,
 

用匈牙利法求出该问题的一组最优解为

X(1) = {x12,
 

x23,
 

x36,
 

x44,
 

x55,
 

x61},
 

目标函数值 Z = 0.
对 X(1)进行分枝,

 

并对每个分枝求解,
 

得

B1 = {x12},
 

ZB1
= 0,

 

X(2) = {x12;
 

x13,
 

x25,
 

x32,
 

x46,
 

x54,
 

x61},
 

B2 = {x12,
 

x23},
 

ZB2
= 0,

 

X(3) = {x12,
 

x23;
 

x25,
 

x31,
 

x46,
 

x54,
 

x63},
 

B3 = {x12,
 

x23,
 

x36},
 

ZB3
= 0,

 

X(4) = {x12,
 

x23,
 

x36;
 

x35,
 

x46,
 

x54,
 

x61},
 

B4 = {x12,
 

x23,
 

x36,
 

x44},
 

ZB4
= 3,

 

B5 = {x12,
 

x23,
 

x36,
 

x44,
 

x55},
 

ZB5
= 3.

可见,
 

在 B1,
 

B2 和 B3 三分枝上得到了新的最优解. 分别对它们继续分枝,
 

在 B2 的一个

分枝上再求得一个最优解,
 

X(5) = {x12,
 

x23;
 

x25;
 

x31;
 

x36,
 

x43,
 

x54,
 

x61 } . 再对该解分枝时,
 

未能得到新的最优解. 因此,
 

该问题共有 5 组最优解.

4. 5∗ 　 变量有上界限制的运输问题

前面所讨论的运输问题均可称为经典运输问题. 在实际工作中,
 

由于种种原因,
 

各产销

地间的运输能力(容量)往往是有限的,
 

如产地 Ai 至销地 B j 最多只能运送 dij 单位. 这样,
 

在

求调运方案时,
 

xij 的取值就必须满足这个上界 dij 的要求. 于是就出现了变量有上界限制的运

输问题,
 

其数学模型的一般形式为

MinS = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
cijxij

满足 　 　 　 　 ∑
n

j = 1
xij = ai,

 

i = 1,
 

2,
 

…,
 

m

　 　 　 　 ∑
m

i = 1
xij = b j,

 

j = 1,
 

2,
 

…,
 

n

　 　 　 　 0 ≤ xij ≤ dij(∑
m

i = 1
ai = ∑

n

j = 1
b j)

对于变量有上界限制的运输问题,
 

可用以表上作业法为基础的原始算法和对偶算法求

解. 下面介绍对偶算法.
对于给定的变量有上界限制的运输问题(原问题),

 

若将其中的上界限制 xij ≤dij( i = 1,
 

2,
 

…,
 

m;j = 1,
 

2,
 

…,
 

n)去掉,
 

可得到一个相应的经典运输问题,
 

称这个经典运输问题为原

问题的相伴运输问题.
在经典运输问题的可行解中,

 

非基变量的取值总是 0. 而在变量有上界限制的运输问题
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中,
 

非基变量 xij 的取值可能为 0,
 

也可能等于其相应的上界 dij . 称 xij = 0 的非基变量为第Ⅰ类

非基变量,
 

xij = dij 的非基变量为第Ⅱ类非基变量.
对于变量有上界限制的运输问题的一组基本可行解而言,

 

若所有非基变量的检验数满足

cij- (ui+ vj)≥0,
 

当 xij = 0
cij- (ui+ vj)≤0,

 

当 xij = dij

则该基本可行解一定是最优解.
现给出对偶算法的步骤如下:
(1)不考虑上界限制,

 

用表上作业法求其相伴运输问题的最优解(对应于该解的非基变

量必然为第Ⅰ类非基变量) .
(2)若该解满足原问题的变量上界限制,

 

即 0≤xij≤dij( i = 1,
 

2,
 

…,
 

m;
 

j = 1,
 

2,
 

…,
 

n),
 

则转入步骤(8),
 

否则用位势法求出各检验数后转入步骤(3) .
(3)若有某基变量 xst> dst,

 

则转入步骤(4);
 

若有 xst< 0,
 

则转入步骤(6) .
(4)取某个满足下列三个条件的第Ⅰ类非基变量 xkl:
①使存在一条除 xkl 外全是基变量的闭回路且包含 xst .
②( s,

 

t)是从格子(k,
 

l)出发的闭回路中的偶顶点.
③xkl 是满足①和②的所有第Ⅰ类非基变量中检验数最小者(有多个时任取一个) .
(5)在以 xkl 为起点且包含 xst 的闭回路中,

 

以 xst - dst 为调整量进行调整. xkl 为闭回路中的

第 1 个顶点加上调整量,
 

余下的依次按偶顶点减去调整量,
 

奇顶点加上调整量进行调整(从而有

xkl = xst- dst 变为基变量,
 

xst = dst 变为第Ⅱ类非基变量),
 

于是得到一组新解,返回步骤(2) .
(6)取某个满足下列三个条件的第Ⅱ类非基变量 xkl:
①使存在一条除 xkl 外全是基变量的闭回路且包含 xst .
②( s,

 

t)是从格子(k,
 

l)出发的闭回路中的奇顶点.
③xkl 是满足①和②的所有第Ⅱ类非基变量中检验数最大者(有多个时任取一个) .
(7)在以 xkl 为起点且包含 xst 的闭回路中,

 

以- xst 为调整量进行调整. xkl 为闭回路中的第

1 个顶点加上调整量,
 

余下的依次按偶顶点减去调整量,
 

奇顶点加上调整量进行调整(从而有

xkl = dkl+ ( - xst)变为基变量,
 

xst = xst+ ( - xst) = 0 变为第Ⅰ类非基变量),
 

于是得到一组新解,
 

返回步骤(2) .
(8)这时已得出原问题的最优解,

 

算出总运费,
 

停止.
例 4. 12　 设有一个变量有上界限制的运输问题如表 4-36 所示. 其中格子中左边的数字

表示单位运价,
 

右边的数字表示变量上界. 求该问题的最优解.

表 4-36

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　
B1 B2 B3 B4 产量

A1 3 3 11 4 3 3 12 5 7

A2 1 3 9 5 2 2 8 2 4

A3 7 6 4 5 10 3 5 2 9

销　 　 量 3 6 5 6
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解　 首先,用表上作业法求得其相伴运输问题的最优解如表 4-37 所示.

表 4-37

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　
3
B1

9
B2

3
B3

10
B4

产量

0 A1 3　 ② ┏3 􀪋 􀪋 11 􀪋 2 􀪋 4 􀪋 3┓⑤ 3 12　 2 5 7

- 2 A2 1　 ① └3 􀪋 􀪋 9 􀪋 2 􀪋 5 􀪋 2┚
 

1 2 8　 ③ 2 4

- 5 A3 7　 9 6　 　
 

4　 ⑥　 5 10　 12 3 5　 ③ 2 9

销　 　 量 3 6 5 6

表 4-37 中,
 

最左一列和最顶一行分别是行位势和列位势. 位于格子正中间画圈的数字表

示基变量的取值,
 

不画圈的数字表示第Ⅰ类非基变量的检验数. 不难看出该解不满足原问题

的变量上界限制,
 

故继续迭代. 取格子(2,
 

3)为起点做闭回路,
 

如表 4-37 中虚线所示,
 

得调

整量为 5 - 3 = 2,
 

调整后得表 4-38.

表 4-38

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　
3
B1

9
B2

4
B3

10
B4

产量

0 A1 3 ④ 3 11 2 4 3 (3) 3 12 2 5 7

- 2 A2 1 ① 3 9 2 5 2 ② 2 8 ③ 2 4

- 5 A3 7 9 6 4 ⑥ 5 10 12 3 5 ③ 2 9

销　 　 量 3 6 5 6

表 4-38 中带括号的数字表示第Ⅱ类非基变量的取值. 这时仍不是可行解,
 

经过一共 6 次

调整后得到表 4-39,
 

这时已是可行解,
 

同时也就是原问题的最优解,总运费 Z = 111.

表 4-39

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　
3
B1

11
B2

4
B3

12
B4

产量

0 A1 3 ① 3 11 ① 4 3 (3) 3 12 ② 5 7
- 2 A2 1 0 3 9 ⓪ 5 2 ② 2 8 (2) 2 4

4 A3 7 ② 6 4 (5) 5 10 2 3 5 (2) 2 9

销　 　 量 3 6 5 6
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4. 6∗ 　 运输问题的灵敏度分析

4. 6. 1　 运输问题的边际值及其应用

我们已经知道,
 

对于给定的经典运输问题,
 

可用表上作业法求出使总运费最小的最优解

(最优调动方案) . 但在实际工作中,
 

我们所处理的是未来的问题. 因此,
 

如果运输路径、
 

运输

方式以及其他运杂费变化时,
 

cij 值就会变动;
 

而 ai 和 b j 则往往会根据实际的供给能力和市场

的需求情况做一些调整. 问题是当这些系数中的一个或几个发生变化时,
 

已求得的最优解会

怎样变化,
 

或者是这些系数在什么范围内变化时,
 

运输问题的最优解不变;
 

若最优解变化,
 

如何

用最简便的方法找到新的最优解.这就是运输问题的灵敏度分析要研究和回答的主要问题.
更为有趣的是,

 

有些经典运输问题,
 

求出最优解后,
 

在一定条件下,
 

通过适当增加产销

量,
 

并仍按所求出的最佳运输路径调运反而会得到一个总运费更少的运输方案,
 

出现“多运

了物资运费反而减少”的奇怪现象,
 

即所谓的运输问题“悖论” . 这个有着明显实际意义的问

题,
 

引起了学术界的广泛重视,
 

并提出了解决问题及其相关问题的多种方法. 本节将主要介

绍以传统的表上作业法为基础的求解方法.
由前面的讨论可知,

 

经典运输问题的一般形式为

minZ = ∑
m

i = 1
∑

n

j = 1
cijxij

满足 ∑
n

j = 1
xij = ai,

 

i = 1,
 

2,
 

…,
 

m

∑
m

i = 1
xij = b j,

 

j = 1,
 

2,
 

…,
 

n

xij ≥ 0(∑
m

i = 1
ai = ∑

n

j = 1
b j)

设 X = {xij}是此问题的一组基本可行解,
 

而 u1,
 

u2,
 

…,
 

um;
 

v1,
 

v2,
 

…,
 

vn 是与此基本可

行解对应的位势. 由位势法可知,
 

对于每一个非基变量 xij,
 

它对应的检验数 λ ij 为

λ ij = cij- (ui+ vj)
若所有的检验数 λ ij 满足

λ ij≥0
则当前的基本可行解 X = {xij}就为最优解.

定理 4. 5　 对经典运输问题非退化的最优解 X = {xij}而言,
 

对一切的 i 和 j,
 

在保持当前

最优基变量不变的情况下,
 

位势和 ui+ vj = Qij 表示产地 Ai 的产量 ai 及销地 B j 的销量 b j 同时

变动一单位而使总运费变动的数字.
证明　 ①若 xij 为基变量,

 

则 ui + vj = Qij = cij . ai 及 b j 同时变动时,
 

只能引起 xij 取值的变

动,
 

运量每变动一单位,
 

运费变动 cij = Qij .
ai 及 b j 同时增加时,

 

xij 的取值会随着增加,
 

最优基变量不变. 故易得

Δij< ∞
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ai 及 b j 同时减少时,
 

xij 的取值会随之减少. 当 ai 及 b j 减少到某一程度时,
 

xij 取值就会等

于 0. ai 和 b j 再稍减少一点,
 

xij 将取负值,
 

违反非负约束. 由此得

Δij≥ - xij

综上所述,
 

在保持当前最优基变量不变的情况下,
 

ai 和 b j 可同时变动的最大范围为

- xij≤Δij< ∞
②若 xij 为非基变量,

 

ai 和 b j 的同时变动所引起的基变量取值的变动,
 

只能在以空格( i,
 

j)为起点的唯一的闭回路中去调整,
 

见[14]和[15] . 设空格( i,
 

j)的闭回路为

　 　 ( i,
 

j)→( i,
 

j1)→( i1,
 

j1)→ →… ( ik,
 

jk)→( ik,
 

j)
将其中的空格( i,

 

j)除去,
 

便得一条路

P:
 

( i,
 

j1)→( i1,
 

j1)→ →… ( ik,
 

jk)→( ik,
 

j)
称 P 为空格( i,

 

j)的路. 显然,
 

它有 2k + 1 个顶点(基变量) . 将该路上的顶点排队,
 

( i,
 

j1)是第

一个,
 

( i1,
 

j1)是第二个,
 

依此类推. 若 ai 和 b j 同时增加(减少)一单位,
 

则 P 中的奇顶点增加

(减少)一单位运量,
 

偶顶点减少(增加)一单位运量,
 

就可使产销保持平衡. 方案经调整后,
 

总运费变为

　 　 　 　 　 　 　 　 Z′= Z + ( ±cij1∓ci1j1 ±…∓cikjk±cikj)
= Z + [ ±(ui+ vj1)∓(ui1

+ vj1) ±…∓(uik
+ vjk) ±(uik

+ vj)]
= Z±(ui+ vj) = Z + Qij

当 ai 及 b j 增加(减少)到某一程度时,
 

某一个偶(奇)顶点基变量的取值就会等于 0. ai 及

b j 再稍增加(减少)一点,
 

这个基变量将取负值,
 

违反非负约束. 由此得在保持当前最优基变

量不变的情况下,
 

ai 和 b j 可同时变动的最大范围为

- min
对P中的奇顶点

{xij1
,

 

…,
 

xikj
}≤Δij≤ - min

对P中的偶顶点
{xi1j1

,
 

…,
 

xikjk
}

由于运输问题中大量存在退化现象,
 

因而将定理 4. 5 推广到退化情形是很有必要的.
推论 4. 1　 对经典运输问题退化的最优解 X = {xij}而言,

 

若某一基变量 xij = 0,
 

且当 ai 和

b j 同时增加时,
 

定理 4. 5 的结论成立;
 

若某一基变量 xij > 0,
 

则当 ai 和 b j 同时增减时,
 

定理

4. 5 的结论都成立.
推论 4. 2　 对经典运输问题退化的最优解 X = { xij}而言,

 

对任一非基变量 xij,
 

当空格

( i,
 

j)的路 P 中的偶(奇)顶点基变量取值均大于零且 ai 和 b j 同时增加(减少)时,
 

定理 4. 5
的结论成立.

定义 4. 1　 称位势和 ui+ vj = Qij 为经典运输问题中产地 Ai 与销地 B j 的边际值.
众所周知,

 

运输问题是线性规划问题的一种特殊形式,
 

因而其边际值 Qij 的经济意义,
 

实

际上类似于一般线性规划问题边际值(机会费用)的经济意义. 但是,
 

由于运输问题结构上的

特殊性,
 

其边际值 Qij 的应用也就相应地有它的特别之处. 论述如下.

1.不合理产量布局的差别及合理产量布局的制定

在各产销量 ai,
 

b j 和各产销地之间单位运价 cij 既定的情况下,
 

用表上作业法可求出使总

运费最小的物资调运方案. 但是,
 

对于既定的各销量 b j 和单位运价 cij 而言,
 

当前产销系统中

是否存在不合理的产量布局,
 

应如何调整(假设条件允许)才能使总运费进一步减少呢?
定理 4. 6　 对经典运输问题的最优解 X = {xij}而言,

 

当前产销系统中存在不合理产量布
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局的充要条件是,
 

存在这样的空格( i,
 

j),
 

在( i,
 

j)的闭回路

　 　 ( i,
 

j)→( i,
 

j1)→( i1,
 

j1)→ →… ( ik,
 

jk)→( ik,
 

j)
上,

 

有

Qij< Qikj
= cikj

且( i,
 

j)的路 P 中的偶顶点基变量的取值均大于零;
 

或者有

Qij> Qikj
= cikj,

 

且( i,
 

j)的路 P 中的奇顶点基变量的取值均大于零.
证明　 充分性:

 

①Qij< Qikj
时,

 

由定理 4. 5 知,
 

ai 与 b j 同时增加一单位,
 

总运费将增加

Qij,
 

而 aik 与 b j 同时减少一单位,
 

总运费将减少 Qikj
. 若上述两项同时调整一单位,

 

则 b j 就可

增减相抵,
 

原值保持不变,
 

而 ai 与 aik
各增减一单位,

 

原问题仍保持平衡. 调整后的总运费变

化量 ΔZ 为

ΔZ = Qij- Qikj
< 0

说明做这样的调整对减少运费有利,
 

即当前产销系统存在不合理的产量布局. 每调整一单位,
 

总运费减少 |Qij- Qikj
| .

②当 Qij> Qikj
时,

 

ai 与 b j 同时减少一单位,
 

总运费将减少 Qij;
 

而 aik
与 b j 同时增加一单

位,
 

总运费将增加 Qikj
. 若上述两项同时调整一单位,

 

b j 也可增减相抵,
 

原值保持不变,
 

而 aik

与 ai 各增减一单位,
 

原问题仍保持平衡. 调整后的总运费变化量 ΔZ 为

ΔZ = Qikj
- Qij< 0

也说明了做这样的调整对减少运费有利. 每调整一单位,
 

总运费减少 |Qikj
- Qij | .

必要性:
 

①若 Qij = Qikj
,

 

则 ΔZ = 0,
 

做上述调整后总运费不变.
②存在某些 Qij< Qikj

,
 

但空格( i,
 

j)的路 P 中偶顶点基变量的取值等于零,
 

或者存在 Qij >
Qikj

,
 

但空格( i,
 

j)的路 P 中奇顶点基变量的取值等于零,
 

由定理 6. 1 知,
 

此时为保持最优基

不变,
 

不能再做上述调整,
 

而对应的产量布局是合理的.
根据定理 4. 5 和定理 4. 6,

 

易得调整不合理产量布局的步骤和方法如下:
 

(1)用表上作业法求给定的运输问题最优解,
 

并求出各边际值 Qij .
(2)若存在这样的空格( i,

 

j),
 

在其闭回路上,
 

有 Qij<Qikj
且( i,

 

j)的路 P 中偶顶点基变量

的取值大于零,
 

则令调整量 Δ 为 P 中偶顶点基变量的最小取值(或 ai 的上限),
 

做最大限度

的调整:
 

ai+ Δ,
 

aik- Δ,
 

bi+ Δ - Δ,
 

xikj
+ Δ - Δ,

 

P 中其余的偶顶点基变量的值减去 Δ,
 

奇顶点加

上 Δ. 重复该步骤,
 

直至不存在这样的空格( i,
 

j)为止.
(3)若存在这样的空格( i,

 

j),
 

在其闭回路上,
 

有 Qij>Qikj
且( i,

 

j)的路 P 中奇顶点基变量

的取值大于零,
 

则令调整量 Δ 为 P 中奇顶点基变量的最小值(或 aik
的上限),

 

做最大限度的

调整:
 

ai- Δ,
 

aik+ Δ,
 

bi- Δ + Δ,
 

xikj
- Δ + Δ,

 

P 中其余的奇顶点基变量的值减去 Δ,
 

偶顶点加上

Δ. 重复该步骤,
 

直至不存在这样的空格( i,
 

j)为止.
(4)已得最佳产量布局及其调运方案,

 

算出总运费.
举例说明如下.
例 4. 13　 某经典运输问题如表 4-40 所示. 试根据既定的销量和单位运价,

 

确定使总运费

最小的产量布局.
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表 4-40

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　
B1 B2 B3 B4 B5 产量

A1 11 12 4 10 11 7

A2 13 6 19 10 13 18

A3 5 2 8 1 2 6

A4 9 1 15 6 7 15

销　 　 量 4 11 12 8 11

解　 用表上作业法求出相应的最优解(方案 1)如表 4-40 所示. 表中画圈的数字表示基变

量的取值,
 

同格子的另一数字为边际值 Qij = cij = ui + vj . 没有画圈数字的格子称为空格,
 

格子

中的数字也为相应的边际值 Qij = ui+ vj . 表中最左一列和最顶一行分别为位势 ui 和 vj . 方案 1
的总运费 Z = 313.

表 4-41

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　

- 1
B1

- 8
B2

4
B3

- 4
B4

- 2
B5

产量

0 A1 - 1 - 8 4 ⑦ - 4 - 2 7

14 A2 13 ④ 6 ⑥ 18 10 ⑧ 12 18

4 A3 3 - 4 8 ⑤ 0 2 ① 6

9 A4 8 1 ⑤ 13 5 7 ⑩ 15

销　 　 量 4 11 12 8 11

表 4-41 中,
 

存在满足步骤(2)条件的空格. 任取空格(1,
 

2),
 

做从该空格出发的闭回路

如表 4-42 所示,
 

得最大调整量 Δ1 = 5. 做最大限度调整后(a1 + Δ1,
 

a4 - Δ1,
 

b2 + Δ1 - Δ1,
 

x42 +
Δ1 - Δ1,

 

x13 + Δ1,
 

x33 - Δ1,
 

x35 + Δ1,
 

x45 - Δ1),
 

得方案 2 如表 4-43 所示.

表 4-42

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　

- 1
B1

- 8
B2

4
B3

- 4
B4

- 2
B5

产量

0 A1 - 1 - 8 ┎ …4┓⑦ - 4 - 2 7 + Δ1

14 A2 13 ④ 6 ⑥︙ 18︙ 　 10　 ⑧ 　 12 18

4 A3 3 - 4 ︙ 　 8└…⑤ …0……… …2┒ ① 6

9 A4 8 1 ⑤└ …13…… …5……… …7┘ ⑩ 15 - Δ1

销　 　 量 4 11 + Δ1 - Δ1 12 8 11
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表 4-43

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　

- 1
B1

- 8
B2

4
B3

- 4
B4

- 2
B5

产量

0 A1 - 1 - 8 4 􀃊􀁉􀁔 - 4 - 2 12

14 A2 13 ④┌ …6┓ ⑥ 18 10 ⑧ 12 18 - Δ2

4 A3 3 ︙ - 4︙ 8 ○0 0 2 ⑥ 6

9 A4 8 └ …1┘ ⑤ 13 5 7 ⑤ 10 + Δ2

销　 　 量 4 + Δ2 - Δ2 11 12 8 11

方案 2 与方案 1 相比,
 

总运费减少了

ΔZ1 = |Q12 - Q42 | Δ1 = | - 8 - 1 | × 5 = 45
方案 2 的总运费为

Z1 = Z - ΔZ1 = 313 - 45 = 268.
由表 4-43 知,

 

方案 2 中仍有不少空格满足步骤(2)中的条件. 任取空格(4,
 

1)进行调整.
做从该空格出发的闭回路如表 4-43 所示,

 

得最大调整量 Δ2 = 6,
 

做最大限度调整后得方案 3,
 

总运费减少量

ΔZ2 = |Q41 - Q21 | Δ2 = | 8 - 13 | × 6 = 30
方案 3 的总运费为

Z2 = Z1 - ΔZ2 = 268 - 30 = 238
类似地,

 

从空格(3,
 

2)出发做闭回路,
 

得最大调整量 Δ3 = 5. 做最大限度调整后得方案 4
如表 4-44 所示. 总运费减少量

ΔZ3 = |Q32 - Q42 | Δ3 = | - 4 - 1 | × 5 = 25

表 4-44

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　

- 1
B1

- 8
B2

4
B3

- 4
B4

- 2
B5

产量

0 A1 - 1 - 8 4 􀃊􀁉􀁔 - 4 - 2 12

14 A2 13 ④ 6 18 10 ⑧ 12 12

4 A3 3 - 4 8 0 2 􀃊􀁉􀁓 11

9 A4 8 1 􀃊􀁉􀁓 13 5 7 11

销　 　 量 4 11 12 8 11

方案 4 的总运费为

Z3 = Z2 - ΔZ3 = 238 - 25 = 213
表 4-44 中,

 

所有空格( i,
 

j)均不满足步骤(2)、
 

(3)中的条件,
 

故方案 4 便是各销地销量

b j 及各产销地间单位运价 cij 既定的情况下,
 

最佳的产量布局及其调运方案. 它与方案 1 相比,
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总运费减少了 31. 9%,
 

即

ΔZ′ = Z - Z3 = 313 - 213 = 100
在实际工作中,

 

只要条件许可,
 

用上述方法调整产销系统中不合理的产量布局,
 

可达到

合理调运物资,
 

节约运费的目的.
另一方面,

 

若有 n 个销地的销量可由 m 个产地供给,
 

且各销量 b j 和单位运价 cij 为已知,
 

而要求确定使总运费最小的 m 个产地的产量布局,
 

也可运用上述方法来解决. 其步骤是:
 

(1)任意假设一组产量 ai( i = 1,
 

2,
 

…,
 

m),
 

且使产销平衡.
(2)求出相应的最优方案.
(3)用上述的步骤(2)、

 

(3)判别并调整,
 

直到不满足条件为止,
 

就为所求. 为加快调整速

度,
 

每次可先选 | ΔZ |最大者所对应的空格进行调整.

2.销量增加时应首先增加何处的产量

当某个销地的销量增加时,
 

应首先相应地增加哪些产地的产量,
 

才能既满足销地的需

求,
 

又使总运费的增加量为最少,
 

甚至减少?
定理 4. 7　 对经典运输问题非退化的最优解 X = {xij}而言,

 

有

Qi1j
≤Qi2j

≤…≤Qimj

若销地 B j 的销量 b j 增加 Δ j,
 

则首先相应增加 Ai1
的产量 ai1

,
 

然后是 Ai2
的产量 ai2

,
 

依此类推,
 

直至所增加的产量等于 Δ j,
 

可使总运费的增加量为最少,
 

甚至减少.
证明　 由定理 4. 5 立得.
当 Qi1j

< 0 或 Qi1j
= 0 时,

 

b j 和 ai1
同时增加 Δ j,

 

总运费将减少 |Qi1j
| Δ j 或不变,

 

即出现运输

问题的“悖论” .
推论 4. 3　 对经典运输问题退化的最优解 X = {xij}而言,

 

有

Qi1j
≤Qi2j

≤…≤Qimj

当 xi1j
为基变量,

 

且空格( i,
 

j)的路 P 中的偶顶点基变量取值均大于零时,
 

定理 4. 7 的结论成

立. 否则,
 

选次小的边际值 Qi2j
,

 

并首先相应增加 Ai2
的产量 ai2

,
 

然后是 Ai3
的产量 ai3

,
 

依此类

推,
 

定理 4. 7 的结论仍成立.

3.销量减少时应首先减少何处的产量

与上述情形相反,
 

当某个销地的销量减少时,
 

应首先相应地减少哪些产地的产量,
 

才能

既保持产销平衡,
 

又使节省的总运费为最大?
定理 4. 8　 对经典运输问题非退化的最优解 X = {xij}而言,

 

有

Qi1j
≥Qi2j

≥…≥Qimj

若销地 B j 的销量 b j 减少 Δ j,
 

则首先相应减少 Ai1
的产量 ai1

,
 

然后是 Ai2
的产量 ai2

,
 

依此类推,
 

直至所减少的产量等于 Δ j,
 

可使总运费的节省为最大.
证明　 由定理 4. 5 立得.
推论 4. 4　 对经典运输问题退化的最优解 X = {xij}而言,

 

有

Qi1j
≥Qi2j

≥…≥Qimj
.

当 xi1j
是基变量且 xi1j

> 0 时,
 

或 xi1j
是非基变量,

 

且空格( i1,
 

j)的路 P 中的奇顶点基变量取值
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均大于零时,
 

定理 4. 8 的结论成立. 否则,
 

选次小的边际值 Qi2j
,

 

并首先相应减少 Ai2
的产量

ai2
,

 

然后是 Ai3
的产量 ai3

,
 

依此类推,
 

定理 4. 8 的结论仍成立.

4.产量减少时应首先减少何处的销量

当某个产地的产量减少时,
 

应首先相应地减少哪些销地的销量,
 

才能既保持产销平衡,
 

又使节省的总运费为最大?
定理 4. 9　 对经典运输问题非退化的最优解 X = {xij}而言,

 

有

Qij1
≥Qij2

≥…≥Qijn

若产地 A j 的产量 a j 减少 Δi,
 

则首先相应减少 B j1
的销量 b j1

,
 

然后是 B j2
的产量 b j2

,
 

依此类推,
 

直至所减少的产量等于 Δi,
 

可使节省的总运费为最大.
证明　 由定理 4. 5 立得.
推论 4. 5　 对经典运输问题退化的最优解 X = {xij}而言,

 

有

Qij1
≥Qij2

≥…≥Qijn

当 xij1
是基变量且 xij1

> 0 时,
 

或 xij1
为非基变量,

 

且空格( i,
 

j1)的路 P 中的奇顶点基变量取值

均大于零时,
 

定理 4. 9 的结论成立. 否则,
 

选取次小的边际值 Qij2
,

 

并首先相应减少 B j2
的销量

b j2
,

 

然后是 B j3
的销量 b j3

,
 

依此类推,
 

定理 4. 9 的结论仍成立.
相反地,

 

当某产地的产量增加时,
 

应首先相应地在哪些销地促销,
 

使其销量增加,
 

才能

既保持平衡,
 

又使总运费的增加量为最少或者减少,
 

可用类似于上述的方法进行分析.
在物资调运工作中,

 

只要条件允许,
 

灵活运用运输问题边际值的概念及其相应的应用方

法,
 

对合理调运物资,
 

节约运输费用,
 

将起到一定的作用.
由上述的论述可见,

 

“悖论”不悖,
 

它告诉了人们这样一个事实:
 

恰好完成预定的任务往

往不是最节省的,
 

有时为了使系统更舒坦地施展它的潜力,
 

宁可多干些活. 这也说明原来规

定的任务量与这个生产系统是不协调的. 因此,
 

在建立数学模型时(如条件允许),
 

最好把约

束方程中的“ = ”号换成“≥”号,
 

以便留出伸展的余地.

4. 6. 2　 对 cij 值的灵敏度分析

对 cij 值的灵敏度分析,
 

就是求出 cij 的允许变动范围,
 

使得 cij 在此范围内变动时,
 

当前

的最优解保持不变. 维持最优解不变的条件是非基变量的检验数都保持为大于等于零. 现分以

下两种情况讨论.
(1)xij 为非基变量

当 Ai 至 B j 间的单位运价为 cij 时,
 

xij 已不在最优基变量内,
 

可见当 cij 值增大时,
 

就更不

会变为基变量. 因此,
 

cij 变动的上限为∞ .
xij 的检验为 cij- (ui+ vj)≥0,

 

因此,
 

当 cij 减少时,
 

只要满足 cij≥(ui + vj),
 

当前的最优解

就可保持不变. 故得 cij 的允许变动范围为

(ui+ vj)≤cij< ∞
(2)xij 为基变量

由位势法知,
 

cij = (ui+ vj) . 当 cij 发生变化时,
 

ui 或 vj 必发生变化,
 

并将导致其他相关的

位势以及检验数发生变化. 因此,
 

可通过使检验数保持非负来求出 cij 的变化范围. 步骤如下:
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①设新的 cij 值为 y.
②根据 y,

 

重新计算各位势.
③根据 y,

 

重新计算检验数的值.
④将所有包含有 y 的检验数列成≥0 的不等式方程.
⑤同时解步骤④中的所有不等式方程,

 

即可求出允许 cij 变化的上下限.
例 4. 14　 对表 4-45 中所给的最优解,

 

求出使当前最优解保持不变的 c23 值变化范围.

表 4-45

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　
2
B1

2
B2

9
B3

2
B4

产量

0 A1 2 􀃊􀁋􀁗 5 3 9 ⑤ 8 6 40

- 1 A2 4 3 1 􀃊􀁌􀁗 8 􀃊􀁉􀁗 4 3 60

0 A3 7 5 10 8 9 ⑩ 2 􀃊􀁌􀁒 50

销　 　 量 35 45 30 40

解　 设新的 c23 值为 y,
 

则根据 y 求出的位势和检验数如表 4-46 所示. x12,
 

x21,
 

x24,
 

x32 的

检验数都有 y,
 

若要保持当前的最优解不变,
 

y 的值必须满足如下不等式:
y - 5≥0
11 - y≥0
11 - y≥0
y≥0

化简后得 5≤y≤11. 因此,
 

只要 c23 在 5 ~ 11 之间变化,
 

当前的最优解就保持不变.

表 4-46

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　
2
B1

10 - y
B2

9
B3

2
B4

产量

0 A1 2 􀃊􀁋􀁗 5 y - 5 9 ⑤ 8 6 40

y - 9 A2 4 11 - y 1 􀃊􀁌􀁗 y 􀃊􀁉􀁗 4 11 - y 60

0 A3 7 5 10 y 9 ⑩ 2 􀃊􀁌􀁒 50

销　 　 量 35 45 30 40

4. 6. 3　 对 ai 值及 bj 值的灵敏度分析

对 ai 及 b j 的灵敏度分析,
 

就是在最优解基变量保持不变但基变量的取值可以变动的条

件下,
 

求出 ai 和 b j 可同时变动的范围 Δij . 分析的基础是 ai 和 b j 在允许变动范围内,
 

基变量

的取值要满足非负约束. 若有变量不满足非负约束,
 

就说 ai 与 b j 的变动越出了灵敏度范围.
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分两种情况讨论.
(1)xij 为基变量

从定理 4. 5 的证明中,
 

便可得 ai 和 b j 可同时变动的范围为

- xij≤Δij< ∞
ai 和 b j 在这个范围内变化时,

 

目标函数值由原来的 Z 变为

Z′ = Z + Δijcij
(2)xij 为非基变量

同样地,
 

从定理 6. 1 的证明中,
 

可得 ai 和 b j 可同时变动的范围为

min
对P中的奇顶点

{xij1
,

 

…,
 

xikj
}≤ Δij≤min

对P中的偶顶点
{xi1j1

,
 

…,
 

xikjk
}

当 Δij 在这个范围内时,
 

目标函数 Z 的取值变为

Z′ = Z + (ui+ vj)Δij

在上述两种情况中,
 

若 Δij 超出了允许的上下限,
 

就会有某个基变量的取值违反非负约

束,
 

假设有 xst< 0,
 

则原来的最优解就成为不可行解,
 

但其对偶问题是可行的. 因而可以用对

偶算法在此基础上直接求出新的最优解,
 

步骤如下:
 

(1)在非基变量中取某个 xk1
满足下列三个条件:

 

①使存在一条除 xkl 外全是基变量的闭回路且包含 xst .
②( s,

 

t)是从格子(k,
 

l)出发的闭回路中的奇顶点.
③xkl 是满足①和②的所有非基变量中检验数最小者(有多个时任取一个) .
(2)在以 xkl 为起点且包含 xst 的闭回路中,

 

以- xst 为调整量进行调整. xkl 为闭回路中的第

1 个顶点加上调整量,
 

余下的依次按偶顶点减去调整量,
 

奇顶点加上调整量进行调整(从而有

xkl = ( - xst)变为基变量,
 

xst = xst+ ( - xst) = 0 变为非基变理),
 

于是得到一组新解.
(3)若仍存在其他取值小于零的基变量,

 

返回步骤(1),
 

否则转入(4) .
(4)这时已得最优解,

 

算出总运费. 停止.
例 4. 15　 某运输问题如表 4-47 所示. 用表上作业法求出此问题的最优解如表 4-48,

 

表

中最左一列和最顶一行分别是位势 ui 和 vj,
 

位于格子右边画圈的数字表示基变量的取值,
 

不

画圈的数字表示非基变量的检验数.
(1)求 a3 和 b3 可同时变动的范围.
(2)产地 A3 的产量和销地 B3 的销量各增加 3 单位,

 

是否要改变最优解?

表 4-47

　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　
B1 B2 B3 B4 产量

A1 3 11 3 12 7

A2 1 9 2 8 4

A3 7 4 10 5 9

销　 　 量 3 6 5 6

41



表 4-48

　 　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　 　
3
B1

9
B2

3
B3

10
B4

产量

0 A1 3 ② 11 2 3 ⑤ 12 2 7

- 2 A2 1 ① 9 2 2 1 8 ③ 4

- 5 A3 7 9 4 ⑥ 10 12 5 ③ 9

销　 　 量 3 6 5 6

解　 (1)因 x33 是非基变量,
 

作从空格(3,
 

3)出发的闭回路如表 4-49 所示. 得 Δ33 的上下

限为

- min{x13,
 

x21,
 

x34}≤Δ33≤min{x11,
 

x24}
- min{5,

 

1,
 

3}≤Δ33≤min{2,
 

3}
- 1≤Δ33≤2

(2)a3 和 b3 各增加 3 单位,
 

超过了 Δ33 的上限,
 

最优解要改变. 在 P 中进行调整后(a3 +
3,

 

b3 + 3,
 

x13 + 3,
 

x11 - 3,
 

x21 + 3,
 

x24 - 3,
 

x34 + 3),
 

得表 4-50.

表 4-49

　 　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　 　
3
B1

9
B2

3
B3

10
B4

产量

0 A1 3 ②┏ ┅┅11┅┅2┅ ┅3┅┅┅⑤┓
 

　 12 2 7

- 2 A2 1 ①└ ┅┅9┅┅2┅ ┅2┅┅┅1╊ ┅8┓ ③ 4

- 5 A3 7 9　 　 4　 　 　 ⑥ 　 10　 　 12└ ┅5┚ ③ 9

销　 　 量 3 6 5 6

表 4-50

　 　 　 　 　 销地

产地　 　 　 　 　
3
B1

9
B2

3
B3

10
B4

产量

0 A1 3 - 1┎ ┅┅11┅┅2┅ ┅3┅┒ ⑧ 12 2 7

- 2 A2 1 ④└ ┅┅9┅┅2┅ ┅2┅┚ 1 8 0 4

- 5 A3 7 9　 　 4　 　 　 ⑥ 　 10 12 5 ⑥ 12

销　 　 量 3 6 8 6

表 4-50 中,
 

x11 = - 1,
 

违反非负约束. 于是用对偶算法求新的最优解. x23 是满足对偶算法

步骤 1 中三个条件的非基变量,
 

做空格(2,
 

3)的闭回路,
 

并以调整量- x11 = 1 进行调整后(x23

+ 1,
 

x21 - 1,
 

x11 + 1,
 

x13 - 1),
 

便得到新的最优解如表 4-51.
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表 4-51

销 地

产 地

2
B1

8
B2

3
B3

9
B4

产量

0 A1 3 1 11 3 3 ⑦ 12 3 7

- 1 A2 1 ③ 9 2 2 ① 8 0 4

- 4 A3 7 9 4 ⑥ 10 11 5 ⑥ 12

销　 　 量 3 6 8 6

4. 7∗ 　 运输问题的匈牙利法

匈牙利法是求解指派问题的有效算法. 既然指派问题是运输问题的特殊形式,
 

那么用匈

牙利法也可以求解运输问题. 它的算法思想是:
 

在运输问题运价矩阵中的每一行中减去一个

最小数,
 

再在矩阵的每一列中减去下个最小数,
 

得到新矩阵中每行或(和)每列中至少存在一

个零元素,
 

逐步取零元素对应的变量 xij = min{ai,
 

bi} . 若得到一组可行解,
 

则问题得到最优

解,
 

否则,
 

重新对目前的矩阵进行初等变换,
 

不断增加或移动零元素,
 

重新分配运量,
 

直到得

到可行解为止. 由于运输问题一定存在最优解,
 

且所有基变量的系数(在新矩阵中)都为零,
 

所以目标函数值为零,
 

达到了最小值,
 

下面引例说明算法的基本步骤.
例 4. 16　 设运输问题的运输矩阵 C = (cij)如表 4-52 所示. ai 和 bi 标在运价表的右边和

下边,
 

要求总运输费用最小的调运方案.

表 4-52

　 　 　 　 收点

发点　 　 　 　
B1 B2 B3 B4 ai

A1 2 9 10 7 9

A2 1 3 4 2 5

A3 8 4 2 5 7

bi 3 8 4 6

第一步:
  

对运价矩阵{设为 A = (aij)}进行初等交换. 在每一行中减去一个最小数,
 

得矩

阵 B = (bij),
 

再在 B 的每列中减去一个最小数,
 

又得新矩阵 C = (cij),
 

此时 C 中每行或(和)
每列中至少存在一个零元素,

 

称 C 为正规矩阵,
 

可以证明(证略,
 

下同),
 

矩阵 A 与 B 有相同

最优解,
 

矩阵 B 与 C 有相同最优解. 故知 A 与 C 有相同最优解. 因此,
 

只要对 C 求最优解,
 

其

变换过程如表 4-53 所示.
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表 4-53

A = (aij)
B1 B2 B3 B4

A1

A2

A3

2 9 10 7

1 3 4 2

8 4 2 5

- 2

- 1

- 2

→

B = (bij)
B1 B2 B3 B4

A1

A2

A3

0 7 8 5

0 2 3 1

6 2 0 3

→

- 2 - 1

C = (cij)
B1 B2 B3 B4

A1

A2

A3

(0) 5 8 4

0 0 3 (0)

6 0 (0) 2

第二步:
  

确定端点元素. 所谓端点元素是在正规矩阵中行或(和)列中只有一个零元素的

矩阵系数,
 

在上表 C = (cij)中,
 

c11 = c24 = c33 = 0,
 

都是端点元素,
 

以(0)表示.
第三步:

  

在端点元素上分配调运量,
 

在上表 C 中,
 

c11 = 0,
 

取对应的 x11 = min{9,
 

3} = 3,
 

在第 1 列上画消去线,
 

同理,
 

c24 = 0,
 

取 x24 = min{5,
 

6} = 5;
 

c33 = 0,
 

取 x33 = min{7,
 

4} = 4,
 

分别在第 2 行和第 3 列画消去线,
 

剩下 c32 = 0,
 

取对应的 x32 = min{3,
 

8} = 3,
 

划去第 3 行,
 

至

此,
 

C 中已无零元素,
 

得出的解为不可行解,
 

如表 4-54 所示.

表 4-54

B1 B2 B3 B4 ai

A1

A2

A3

b j

︙

(0) 3 5 8 4

︙

…0… 0… 3… (0) 5

︙

6… (0)3… (0)4… 2…

︙

3 8 4 6

9

5

7

第四步:
  

对矩阵 C 进行初等交换,
 

在 C 中选出未被消去线覆盖的非零元素中的最小元素

fij,
 

且按下列规则进行变换:
 

di =
- fij 　 对无消去线的行

0　 　 对有消去线的行{
ei =

fij 　 对有消去线的列

0　 对无消去线的列{
得新矩阵 C′ = (c′ij),

 

其中 c′ij = cij+ di+ ej,
 

则 C′和 C 又有相同最优解.
表 4-54 中,

 

fij = 4,
 

变换得表 4-55,
 

在第 3 列中减去 4,
 

使之变为正规矩阵,
 

如表 4-56.
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表 4-55

B1 B2 B3 B4

A1

A2

A3

0 1 8 0

4 0 7 0

10 0 4 2

- 4　

表 4-56

B1 B2 B3 B4 ai

A1

A2

A3

b j

︙ ︙ ︙ ︙

(0)3… 1… 4… (0) 6

︙ ︙ ︙ ︙

4… (0)5… 3… 0

︙ ︙ ︙ ︙

10… (0)3… (0)4… 2…

︙ ︙ ︙ ︙

3 8 4 6

9

5

7

　 　
　 　 返回第二步:

  

c′11 = c′33 = 0,
 

取 x11 = 3,
 

x33 = 4,
 

消去第

1 列和第 3 行,
 

下余矩阵仍是正规矩阵,
 

取 x14 = 6,
 

消去

第 1 行和第 4 列,
 

再取 x21 = 5,
 

x32 = 3,
 

划消去线后,
 

此

时,
 

C′中所有元素均被消去线复盖,
 

且发量已经发完,
 

收量已经满足,
 

得到最优解. 将最优解中的调充量填入

原始运价表中,
 

如表 4-57,
 

可知其最小运输费用 S∗ = 2
× 3 + 7 × 6 + 3 × 5 + 4 × 3 + 2 × 4 = 83

　 　 　 　 表 4-57

B1 B2 B3 B4 ai

A1

A2

A3

bi

(2)3 9 10 (7)6

1 (3)5 4 2

8 (4)3 (2)4 5

3 8 4 6

9

5

7

　 　 由上可知,
 

与表上作业法相比,
 

这种算法有如下特点:
 

表上作业法必须通过确定初始基

本可行解,
 

求检验数和利用闭回路调整运量等重复步骤才能得出问题的最优解. 本算法毋须

求检验数和确定闭回路,
 

只要对运价矩阵进行简单的初等变换后求出可行解亦是最优解,
 

计

算工作相对较小;
 

此外,
 

由于利用端点元素确定的解变量都是非零变量,
 

无须添加“零运

量”,
 

因而不要引入“退化”概念,
 

不作退化处理,
 

在表上作业法中,
 

解变量的个数必须严格满

足(m + n - 1)的要求,
 

否则无法求出检验数,
 

在此,
 

解变量的个数 k 的取值为

m≤k≤m + n - 1(当 m≥n 时)
n≤k≤m + n - 1(当 m≤n 时)

4. 8∗ 　 一次最优法

求解线性规划问题时,
 

无论采用何种优化方法都要经过多次迭代计算才能得到最优解,
 

不但计算工作繁杂,
 

而且对于大型的线性规划问题,
 

即使采用计算机运算也会带来一定困

难,
 

可否找到一种方法,
 

不经过任何迭代运算,
 

一次求出问题的最优解. 下面介绍一种有条件

限制的一次最优法,
 

作为改善运输问题和指派问题优化方法的尝试.
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4. 8. 1　 运输问题的一次最优法

1.一次最优法的算法思想

设在运价矩阵 C = (cij)中,
 

可以找到这样一个元素,
 

以它为顶点的所有四边形中,
 

它和

对角线上另一个元素之和总是小于或等于另一条对角线上两个元素之和,
 

称这样的元素为最

优元素,
 

然后取对应于最优元素的解变量 xij = min{ai,
 

bi} . 在下余的矩阵,
 

又找类似的全优元

素,
 

…,
 

直到使发量发完,
 

收量满足. 由此得出的一组解亦是最优解.

2.一次最优法的优化原理

为方便设运价矩阵 C = (cij)( i = 1,
 

2,
 

…,
 

m;
 

j = 1,
 

2,
 

3,
 

…,
 

n)中存在最优元素 ci0j0( i≠

i0;
 

j≠j0) . i0,
 

i 行和 j0,
 

j 列组成的若干个四边形中,
 

对于最小化问题满足 ci0j0 + cij≤ci0j+ cij0 .
定理 1　 若 ci0j0 是运价矩阵 C = (cij)中的一个最优元素,

 

若取 ci0j0 对应的解变量 xi0j0
= min

{ai,
 

bi},
 

则 xi0j0
必是运输问题最优解中的一个基变量.

证　 设 C = (cij)中任意两行 i0 和 i 及任意两列 j0,
 

j 其变叉点的元素分别为 ci0j0,
 

cij0,
 

cij,
 

ci0j,
 

它们组成 2 × 2 方阵,
 

又设 C 除方阵以外对应的目标值为 D. 显然,
 

当 xi0j0
为非零变量时,

 

C 的目标值为

S1 = D + ci0j0x j0j0
+ cij0xij0 + cijxij+ ci0jxi0j

由表上作业法闭路调整原理可知,
 

xij0
和 xi0j

中必有一个是非基变量,
 

亦即 xi0j
和 xij0

中必

有一个等于零. 设 δ = min{xi0j0
,

 

xij},
 

方阵调整后其目标函数值为

　 　 　 　 　 　 S2 = D + ci0j0(xi0j0
- δ) + cij0(xij0

+ δ) + ci0j(xi0j
+ δ)

+ cij(xij- δ) = D + ci0j0xi0j0
- ci0j0δ + cij0xij0

+ cij0δ
+ ci0jxi0j

- ci0jδ + cijxij- cijδ
= D + ci0j0xi0j0

+ cij0xij0
+ ci0jxi0j

+ cijxij- ci0j0δ - cijδ
　 + ci0jδ + cij0δ = S1 - δ(ci0j0 + cij) + δ(ci0j+ cij0)

由　 S1 - S2 = δ(ci0j0 + cij) - δ(ci0j+ cij0)
= δ〔(ci0j0 + cij) - (ci0j+ cij0)〕

因对所有的 i 和 j,
 

有　 ci0j0 + cij≤ci0j+ cij0 .
故　 　 　 　 S1 - S2≤0,

 

或 S1≤S2,
 

证毕.
定理 2　 设 ci0j0 是 C 中一个最优元素,

 

取 xi0j0
= min{ai,

 

bi},
 

消去 i0 行或( i0 ) j0 列,
 

在下

余的矩阵中,
 

又选最优元素 ci1j1,
 

取 xi1j1
= min{ai,

 

bi},
 

又消去 i1 行或(和) j1 列,
 

如此进行,
 

直到各发点发完,
 

各收点满足,
 

所得的解变量 xi0j0
,

 

xi1j1
,

 

…,
 

xim + n - 1jm + n - 1
便是运输问题的最优

解. (证略)

3. 一次最优法示例

引用例 4. 1 题,
 

运价表见表 4-58.
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表 4-58

收 点

发 点
B1 B2 B3 B4 ai

A1 (2) 9 10 7 9

A2 1 3 4 2 5

A3 8 4 2 5 7

b j 3 8 4 6

由定理 1,
 

选 c11 = 2,
 

以它为顶点计算四边形对角线之

和,
 

如在 c11 - c21 - c22 - c12 中,
 

c11 + c22 = 2 + 3,
 

c21 + c12 = 1 + 9,
 

得

出 c11 + c22≤c21 + c12,
 

又如在 c11 - c21 - c23 - c13 中,
 

c11 + c13 = 2 + 4,
 

c21 + c13 = 1 + 10,
 

得出 c11 + c13 ≤c21 + c13 . 如此类推,
 

可知 c11 为

最优元素,
 

取 x11 = min{9,
 

3} = 3,
 

消去第 3 列,
 

如表 4-58 所

示,
 

消去的运价元素不再参加以后的运算,
 

本例中下余矩阵

如表 4-59.
表 4-59 中 c33 = 2 为最优元素,

 

取 x33 = min{7,
 

4} = 4,
 

消去

第 3 列,
 

下余矩阵中,
 

c32 = 4 为最优元素,
 

取 x32 = min{3,
 

8} =
3,

 

消去第 3 行,
 

又选 c22 = 3,
 

取 x22 = min{5,
 

5} = 5,
 

同时消去

第 2 行和第 2 列,
 

剩下 c14 = 7,
 

取 x14 = min{6,
 

6} = 6,
 

再消去第

1 行第 4 列,
 

至此 C 中所有元素 cij 被消去线覆盖,
 

发点全部

发完,
 

收量全部满足,
 

故得出问题的最优解,
 

如表 4-60.
需要注意的是:

 

在 C 中画消去线时,
 

若遇只剩下一行元

素或一列元素未被消去,
 

此时在求最小化问题时,
 

应从最小

的元素开始逐一选取最优元素,
 

直至将运价元素全部被消去线覆盖为止.

4. 8. 2　 指派问题的一次最优法

运用一次最优法求指派问题的最优解的原理和方法基本上与上述运输问题的求解类似,
 

不同的是:
 

在指派问题效率矩阵 C 中选取最优元素 ci0j0 时,
 

应取 xi0j0
= 1,

 

且同时消去第 i0 行

和第 j0 列,
 

以下例说明.
例 4. 16　 设有一指派问题的效率矩阵如表 4-61 所示,

 

求最小化指派方案.

表 4-61

　 　 　 　 j
i　 　 　 　

a b c d

1 10 9 7 8

2 5 8 7 7

3 5 4 6 5

4 4 3 4 5
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先在 C 中确定一个最优元素,
 

如 c1c = 7,
 

以它为顶点的所有四边形中,
 

都满足最优化条

件,
 

取 x1c = 1,
 

消去第 1 行和第 3 列,
 

如表 4-62.

表 4-64
a b c d

1

2

3

4

10 9 ⑦ 8

⑤ 8 7 7

5 4 6 ⑤

5 ③ 4 5

　 　 下余矩阵如表 4-63,
 

c4b = 3 为最优元素,
 

取 x4b =
1,

 

消去第 4 行和第 2 列,
 

剩下 4 个元素中,
 

c2a = 5,
 

c3d = 5
均为最优元素,

 

取 x2a = 1,
 

x3d = 1,
 

分别消去所在的行和

列,
 

即得出问题最优方案,
 

如表 4-64 所示.
而minS = 7 + 5 + 5 + 3 = 20
需要指出,

 

一次最优法不是一个通用算法,
 

当 C 中不

存在最优元素时,
 

该方法不适用. 若遇求最大化问题,
 

可

将最优元素定为:
 

ci0j0 + cij≥ci0j + cij0 即可,
 

计算步骤与求最

小化问题相同.
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