
运筹学课后习题解答

第 1 章 线性规划及单纯形法

1.1 将下列线性规划问题模型转化为标准形式

（1）

minS = −5x1 + 4x2 − 2x3 + 4x4

s.t.



3x1 − 2x2 + x3 − x4 = −4

x1 + x2 + 3x3 − x4 ≤ 14

− x1 + 4x2 − x3 − x4 ≥ 2

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

转化结果：

maxZ = 5x1 − 4x2 + 2x3 − 4x4

s.t.



− 3x1 + 2x2 − x3 + x4 = 4

x1 + x2 + 3x3 − x4 + x5 = 14

− x1 + 4x2 − x3 − x4 − x6 = 2

x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0

（2）

maxZ = x1 − 4x2 + x3

s.t.



3x1 − 2x2 + x3 ≤ 4

− x1 + x2 + 3x3 ≥ 6

− x1 + 4x2 − x3 = −2

x1, x2 ≥ 0

转化结果：
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1.2 用图解法求解下列线性规划问题，并指出各问题的特征 第 1 章 线性规划及单纯形法

maxZ = x1 − 4x2 + x
′

3 − x
′′

3

s.t.



3x1 − 2x2 + x
′

3 − x
′′

3 + x4 = 4

− x1 + x2 + 3x
′

3 − 3x
′′

3 − x5 = 6

x1 − 4x2 + x
′

3 − x
′′

3 = 2

x1, x2, x
′

3, x
′′

3 , x4, x5 ≥ 0

1.2 用图解法求解下列线性规划问题，并指出各问题的特征

（1）

minS = 6x1 + 4x2

s.t.


2x1 + x2 ≥ 1

3x1 + 4x2 ≤ 12

x1, x2 ≥ 0

图解法：

x2

x1o

2x1 + x2 ≥ 1

3x1 + 4x2 ≤ 12

6x1 + 4x2 = 4

6x1 + 4x2 = 3

(0.5, 0)为最小值解，解为 3

从图形可知，该问题有唯一最小值解 (0.5, 0)，解的值为 3。
(2)

maxZ = 4x1 + 8x2

s.t.


2x1 + 2x2 ≤ 10

− x1 + x2 ≥ 8

x1, x2 ≥ 0

图解法：

从上图可以看出，该问题有唯一最大值解，最大值解为 40，处于 2x1 + 2x2 ≤ 10 与坐标轴

的交点 (0, 5) 处。
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1.2 用图解法求解下列线性规划问题，并指出各问题的特征 第 1 章 线性规划及单纯形法

x2

x1o

2x1 + 2x2 ≤ 10

−x1 + x2 ≥ 8

4x1 + 8x2 = 0

4x1 + 8x2 = 40

(0, 5)为最大值解，最大值解 40

(3)

maxZ = x1 + x2

s.t.



8x1 + 6x2 ≥ 24

4x1 + 6x2 ≥ −12

2x2 ≥ 4

x1, x2 ≥ 0

图解法：

从图形中可以看出，该线性规划是个无界解，无法求解到最大值，其最小值在 (1.5, 2) 处取

得，最小值为 3.5。
（4）

maxZ = 3x1 + 9x2

s.t.



x1 + 3x2 ≤ 9

− x1 + x2 ≤ 4

x2 ≤ 6

2x1 − 5x2 ≤ 10

x1, x2 ≥ 0
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1.2 用图解法求解下列线性规划问题，并指出各问题的特征 第 1 章 线性规划及单纯形法

x2

x1o

8x1 + 6x2 ≥ 24

4x1 + 6x2 ≥ −12

2x2 ≥ 4

x1 + x2 = 3.5

(1.5, 2)为最小值解，最小值解 3.5

图解法：

x2

x1o
x1 + 3x2 ≤ 9

−x1 + x2 ≤ 4

x2 ≤ 6

2x1 − 5x2 ≤ 10
3x1 + 9x2 = 27

从上图可以看出，该线性规划问题有无穷多解，只要在 x1 + 3x2 = 9 上，且满足 x1 ≥ 0，

x2 ≥ 0 即可。
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1.3 用图解法求解下列线性规划问题，并指出所有基本可行解及相应目标函数值第 1 章 线性规划及单纯形法

1.3 用图解法求解下列线性规划问题，并指出所有基本可行解及相应目标函数值

（1）

minS = 3x1 + 7x2

s.t.


2x1 + 5x2 ≥ 10

3x1 + x2 ≥ 8

x1, x2 ≥ 0

图解法：

x2

x1o

2x1 + 5x2 ≥ 10

3x1 + x2 ≥ 8

3x1 + 7x2 =
188
13

( 30
13
, 14
13
)为最小值解，解为 188

13

（2）

maxZ = 5x1 − 3x2

s.t.



3x1 + 4x2 ≤ 16

2x1 + x2 ≤ 8

x2 ≤ 4

x1, x2 ≥ 0

图解法：
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1.4 分别用单纯形法和图解法求解下列线性规划问题，并对照指出单纯形法迭代的每一步相当
于图解法可行域中的哪一个顶点？ 第 1 章 线性规划及单纯形法

x2

x1o
3x1 + 4x2 ≤ 16

2x1 + x2 ≤ 8

x2 ≤ 4

5x1 − 3x2 = 20

(4, 0)为最大值解，解为 20

1.4 分别用单纯形法和图解法求解下列线性规划问题，并对照指出单纯形法迭代的

每一步相当于图解法可行域中的哪一个顶点？

(1)

maxZ = 10x1 + 5x2

s.t.


3x1 + 4x2 ≥ 9

5x1 + 2x2 ≤ 8

x1, x2 ≥ 0

单纯形法：需要对线性规划问题转化为标准形式，具体转化后的标准形式如下：

maxZ = 10x1 + 5x2

s.t.


3x1 + 4x2 − x3 = 9

5x1 + 2x2 + x4 = 8

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

取 x3 和 x4 为基变量，令 x1 = x2 = 0 为非基变量，从而转化为如下表达式：

maxZ = 10x1 + 5x2

s.t.


x3 = 3x1 + 4x2 − 9

x4 = 8− 5x1 − 2x2

x1, x2, x3, x4 ≥ 0
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1.4 分别用单纯形法和图解法求解下列线性规划问题，并对照指出单纯形法迭代的每一步相当
于图解法可行域中的哪一个顶点？ 第 1 章 线性规划及单纯形法

观察目标函数，若选择 x1 作为进基变量，则为使得 x3 ≥ 0，则 x1 ≥ 3；x4 ≥ 0，则 x1 ≤ 8
5
，

显然无法同时满足要求。因此选择 x2 作为进基变量，则为使得 x3 ≥ 0，则 x2 ≥ 2.25；x4 ≥ 0，

则 x2 ≤ 4，因此，x2 为进基变量，x3 为出基变量，并进行转化

maxZ = 10x1 + 5x2

s.t.


x2 =

9

4
− 3

4
x1 +

1

4
x3

x4 = 8− 5x1 − 2x2

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

x1 和 x3 为非基变量，从而得到 x2 =
9
4
，x4 = 3.5，得到的基本可行解 (0, 2.25, 0, 3.5)，对

应图解法中的第一个交叉点 (2.25, 0)，目标函数转化为 45
4
+ 25

4
x1 +

5
4
x3，整个线性规划问题转

化为如下形式

maxZ =
45

4
+

25

4
x1 +

5

4
x3

s.t.


x2 =

9

4
− 3

4
x1 +

1

4
x3

x4 =
14

4
− 14

4
x1 −

1

2
x3

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

观察目标函数，选择 x1 作为进基变量，此时 x1 = min{3, 1} = 1，即选择 x4 作为出基变

量，则 x1 = 1 − 4
14
x4 − 2

14
x3，代入到目标函数和第一个约束式，x2 = 6

4
+ 5

14
x3 +

3
14
x4，由于

x3 = x4 = 0 为非基变量，此时 x1 = 1，x2 = 1.5，得到基本可行解为 (1, 1.5, 0, 0)，对应图解法

中的第二个交叉点，此时目标函数值为 17.5，此时目标函数式为 70
4
+ 5

14
x3 − 25

14
x4，线性规划表

达式转化为如下形式

maxZ =
70

4
+

5

14
x3 −

25

14
x4

s.t.


x2 =

6

4
+

5

14
x3 +

3

14
x4

x1 = 1− 4

14
x4 −

2

14
x3

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

观察目标函数，选择 x3 作为进基变量，此时 x1 作为出基变量，从而 x3 = 7− 7x1 − 2x4，

此时 x2 = 4− 5
2
x1 − 1

2
x4，基本可行解为 (0, 4, 7, 0)，对应的目标函数值为 20，对应的目标函数

式为 20− 5
2
x1 − 35

14
x4，线性规划问题转化为如下形式

maxZ = 20− 5

2
x1 −

35

14
x4

s.t.


x2 = 4− 5

2
x1 −

1

2
x4

x3 = 7− 7x1 − 2x4

x1, x2, x3, x4 ≥ 0
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1.4 分别用单纯形法和图解法求解下列线性规划问题，并对照指出单纯形法迭代的每一步相当
于图解法可行域中的哪一个顶点？ 第 1 章 线性规划及单纯形法

观察目标函数，此时无系数为正的变量，迭代结束，最优解为 (0, 4, 7, 0)，最优解目标函数

值为 20。
图解法：

x2

x1o

3x1 + 4x2 ≥ 9

5x1 + 2x2 ≤ 8

10x1 + 5x2 = 20

(0, 4)为最大值解，解为 20

交叉点 1
交叉点 2

(2)

maxZ = 100x1 + 200x2

s.t.



x1 + x2 ≤ 500

x1 ≤ 200

2x1 + 6x2 ≤ 1200

x1, x2 ≥ 0

单纯形法：需要将线性规划转化成标准形式，具体如下：

maxZ = 100x1 + 200x2

s.t.



x1 + x2 + x3 = 500

x1 + x4 = 200

2x1 + 6x2 + x5 = 1200

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

取 x3，x4 和 x5 为基变量，令 x1 = x2 = 0 为非基变量，从而转化为如下表达式：
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1.4 分别用单纯形法和图解法求解下列线性规划问题，并对照指出单纯形法迭代的每一步相当
于图解法可行域中的哪一个顶点？ 第 1 章 线性规划及单纯形法

maxZ = 100x1 + 200x2

s.t.



x3 = 500− x1 − x2

x4 = 200− x1

x5 = 1200− 2x1 − 6x2

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

观察目标函数式，选择 x2 作为进基变量，要使 x3 ≥ 0和 x5 ≥ 0，此时，x2 = min{500, 200}，
因此，选择第三个约束式进行转化，即 x5 作为出基变量，具体如下：

maxZ = 40000 +
100

3
x1 −

50000

3
x5

s.t.



x3 = 300− 2

3
x1 +

250

3
x5

x4 = 200− x1

x2 = 200− 1

3
x1 −

250

3
x5

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

此时，基变量为 x2，x3 和 x4，非基变量为 x1 = x5 = 0，从而可得 x2 = 200，x3 = 300，

x4 = 200，得到的基本可行解为 (0, 200, 300, 200, 0)，对应图解法中的第一个交叉点，目标函数

值为 40000。
观察目标函数式，选择 x1 作为进基变量，此时，x1 = min{450, 200, 600} = 200。因此，选

择第二个约束作，即 x4 作为出基变量，对线性规划问题进行转化，具体如下：

maxZ = 40000 +
20000

3
− 100

3
x4 −

50000

3
x5

s.t.



x3 =
500

3
+

2

3
x4 +

250

3
x5

x1 = 200− x4

x2 =
400

3
+

1

3
x4 −

250

3
x5

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

此时，基变量为 x1，x2 和 x3，x4 = x5 = 0 为非基变量，从而可得 x1 = 200，x2 = 400
3
，

x3 =
500
3
，目标函数值为 140000

3
，对应的基本可行解为 (200, 400

3
, 500

3
, 0, 0)，对应图解法中的最优

解所在点。

至此，目标函数表达式中的变量系数均为负，无须再进行迭代，已经找到最优解，最优解

为 (200, 400
3
)。

从上述两个题目中，可以得知，单纯形方法与图解法之间存在一定的关系，当变量为两个

时，图解法可以快速的得到线性规划的解。当多于两个变量时，图解法将难以直观表达。而单

纯形法，需要将线性规划转化为标准形，并通过确定基变量，并令非基变量的值等于 0，找到基
本可行解，然后通过不断旋转（即转换顶点），直到不能再改变目标函数值为止。

图解法：
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1.5 用单纯形法求解某线性规划问题得到最终单纯形表如表 1-14所示第 1 章 线性规划及单纯形法

x2

x1o

x1 + x2 ≥ 500

x1 ≤ 200

2x1 + 6x2 ≤ 1200
100x1 + 200x2 =

140000
3

交叉点 1

1.5 用单纯形法求解某线性规划问题得到最终单纯形表如表 1-14所示

表 1-14

c→j 50 40 10 60
CB XB b x1 x2 x3 x4

m c 6 0 1 1/2 1
n d 4 1 0 1/4 2

cj − Zj 0 0 e f

要求：

(1) 给出 m，n，c，d，e，f 的值或表达式。

(2) 指出该问题是求目标函数的最大值还是最小值，并求出目标函数值。

解：（1）由于表 1-14为最终单纯形表，需要为线性无关的单位列向量，则其对应的基向量
为 x2 和 x1。因此，m = 40，n = 50，c = x2，d = x1，此时，e = −22.5，f = −80。

（2）由于检验数都为小于等于 0 的数，因此，该问题目标函数是求最大值，并且其最大值
为 440。
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1.6 分别用大 M 法和两阶段法求解下列线性规划问题，并指出问题解的特征第 1 章 线性规划及单纯形法

1.6 分别用大 M 法和两阶段法求解下列线性规划问题，并指出问题解的特征

(1)

maxZ = x1 + 2x2 + 3x3 − x4

s.t.



x1 + 2x2 + 3x3 = 15

2x1 + x2 + 5x3 = 20

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 10

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

解：大 M 法：

由约束可知，由于只有 x4 一个基变量。因此，需要增加 x5 和 x6 两个人工变量，并更新

目标函数值，具体转化结果如下：

maxZ = x1 + 2x2 + 3x3 − x4 −Mx5 −Mx6

s.t.



x1 + 2x2 + 3x3 + x5 = 15

2x1 + x2 + 5x3 + x6 = 20

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 10

x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0

其中，M为极大正数

通过上述转化，对应的系数矩阵为 A =


1 2 3 0 1 0

2 1 5 0 0 1

1 2 1 1 0 0

，从而构造初始单纯形表，并
计算检验数 σj 和 θi，具体如下：

cj 1 2 3 -1 -M -M
θi

CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

-M x5 15 1 2 3 0 1 0 5
-M x6 20 2 1 5 0 0 1 4
-1 x4 10 1 2 1 1 0 0 10

σj 2+3M 4+3M 4+8M 0 0 0

根据上述初始单纯形表，可以选择进基变量为 x3，而出基变量为 x6，于是可得到如下单纯

形表：

根据上述初始单纯形表，可以选择进基变量为 x2，而出基变量为 x5，于是可得到如下单纯

形表：

此时，根据上述初始单纯形表可知，σj ≤ 0，且基变量中无人工变量。因此，存在最优解，

最优解为 (0,−15/7, 155/7.115/21, 0, 0)T

两阶段法：同样增加人工变量 x5 和 x6，然后根据两阶段法，构造第一阶段问题如下所示：
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1.6 分别用大 M 法和两阶段法求解下列线性规划问题，并指出问题解的特征第 1 章 线性规划及单纯形法

cj 1 2 3 -1 -M -M
θi

CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

-M x5 -1 -1/15 7/15 0 0 1/3 -1/5 -15/7
3 x3 4 2/5 1/5 1 0 0 1/5 20
-1 x4 6 3/5 9/5 0 1 0 -1/5 10/3

σj
2
5
- 1
15

M 6
5
+ 7

15
M 0 0 - 2

3
M - 4

5
- 6
5
M

cj 1 2 3 -1 -M -M
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 θi

2 x2 -15/7 -1/7 1 0 0 5/7 -3/7
3 x3 155/7 15/7 0 5 0 -5/7 10/7
-1 x4 115/21 10/21 0 0 5/9 -5/7 20/63

σj -14/3 0 -12 -4/9 -M -M-3

minW = x5 + x6

s.t.



x1 + 2x2 + 3x3 + x5 = 15

2x1 + x2 + 5x3 + x6 = 20

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 10

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

针对第一阶段问题，可以进行标准化，转化为 maxZ = −x5 − x6，构建初始单纯形表，这

里不再赘述，也可以直接构建初始单纯形表，为增加结果多样性，在这里采用直接构建单纯形

表，具体结果如下：

cj 0 0 0 0 1 1
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6

1 x5 15 1 2 3 0 1 0 5
1 x6 20 2 1 5 0 0 1 4
0 x4 10 1 2 1 1 0 0 10

σj -3 -3 -8 0 0 0

针对上述单纯形表，可以得知 x3 作为进基变量，对应出基变量为 x6，从而进一步计算得

到如下单纯形表：

针对上述单纯形表，需要进一步迭代，选择 x2 作为进基变量，x5 作为出基变量，从而可

以得到如下单纯形表：

根据上述初始单纯形表可知，σj ≥ 0，x5 = x6 = 0。因此，原问题存在可行解。

因此，构造第二阶段问题，具体如下：
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1.6 分别用大 M 法和两阶段法求解下列线性规划问题，并指出问题解的特征第 1 章 线性规划及单纯形法

cj 0 0 0 0 1 1
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 θi

1 x5 3 -1/5 7/5 0 0 1 -3/5 15/7
0 x3 4 2/5 1/5 1 0 0 1/5 20
0 x4 6 3/5 9/5 0 1 0 -1/5 10/3

σj 1/5 -7/5 0 0 0 3/5

cj 0 0 0 0 1 1
CB XB b x1 x2 x3 x4 x5 x6 θi

0 x2 3 -1/7 1 0 0 5/7 -3/7 –
0 x3 17/5 11/25 0 1 0 -5/7 4/25
0 x4 13/3 32/45 0 0 1 -5/7 2/15 –

σj 0 0 0 0 1 1

maxZ = x1 + 2x2 + 3x3 − x4

s.t.



x1 + 2x2 + 3x3 = 15

2x1 + x2 + 5x3 = 20

x1 + 2x2 + x3 + x4 = 10

x1, x2, x3, x4 ≥ 0

根据第一阶段解，以及第二阶段问题，即可构建单纯形表，其中增广矩阵，为直接采用第

一阶段最终单纯形表的增广矩阵去掉人工变量列，具体如下：

cj 1 2 3 -1
CB XB b x1 x2 x3 x4 θi

2 x2 3 -1/7 1 0 0 –
3 x3 17/5 11/25 0 1 0 85/11
-1 x4 13/3 32/45 0 0 1 195/32

σj > 0 0 0 0

根据上述初始单纯形表，可以将 x1 作为进基变量，x4 作为出基变量，从而得到最优解。

(2)

maxZ = 2x1 + x2 + 3x3

s.t.



4x1 + 2x2 + 2x3 ≥ 4

2x1 + 4x2 ≤ 20

4x1 + 8x2 + 2x3 ≤ 16

x1, x2, x3 ≥ 0

解：大 M 法
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1.7 表 1-15中给出某求目标函数极大的线性规划问题的单纯形表，问表中 a1，a2，f1，f2，d
为何值或表中变量有何特征时，有 第 1 章 线性规划及单纯形法

首先，转化为标准型，具体如下：

maxZ = 2x1 + x2 + 3x3

s.t.



4x1 + 2x2 + 2x3 − x4 = 4

2x1 + 4x2 + x5 = 20

4x1 + 8x2 + 2x3 + x6 = 16

x1, x2, x3, x4, 5, x6 ≥ 0

当前标准型下，只有 x5 和 x6 两个为互不相关的基变量。因此，加入人工变量 x7 到第一

个约束条件，从而可用大 M 法和两阶段法进行求解。

1.7 表 1-15中给出某求目标函数极大的线性规划问题的单纯形表，问表中 a1，a2，

f1，f2，d 为何值或表中变量有何特征时，有

(1) 表中解为唯一最优解？

(2) 表中解为多重最优解？

(3) 表中解为退化解？

(4) 下一步迭代将以 x1 替换基变量 x5？

(5) 该线性规划问题具有无界解？

(6) 该线性规划问题无可行解？

表 1-15

XB b x1 x2 x3 x4 x5

x3 d 4 a1 1 0 0
x4 2 -1 -5 0 1 0
x5 3 a2 -3 0 0 1

cj − Zj f1 f2 0 0 0

答：要使（1）成立，按照单纯形法的最优解性质可知，则有 f1 ≤ 0 和 f2 ≤ 0，且 d ≥ 0，

a1，a2 可以取任意值。

要使（2）成立，要求非基变量检验数等于零，即 f1 = 0 或者 f2 = 0。

要使（3）成立，即存在同样 θi 的值，由于 x2 中有-5 和-3，而 x1 中有-1。因此，只能有
f1 > 0，a2 > 0，且 d/4 = 3/a2，即 d ∗ a2 = 12。

要使（4）成立，即 f1 > f2，且 f1 > 0，要使 x1 替换 x5，则 d/4 > 3/a2。

要使（5）成立，则有 f2 > 0，且 a1 < 0。

要使（6）成立，则有 d = 0。
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