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第一节 线性规划法

线性规划是运筹学中理论最完善、方法最成熟，并广泛应用的分支。许多实际

问题都可以用线性规划问题来表示。

⚫ 在20世纪30年代,苏联数学家利奥尼德·康托洛维奇(L.V.Kantorovich)首先提出

了线性规划的模型。随后，人们对线性规划问题的求解进行了广泛研究。

⚫ 1947年美国数学家乔治·伯纳德·丹齐格 (G. B. Dantzig)提出单纯形法求解线性

规划，是应用最广泛的求解方法，标志着线性规划在理论和方法上日臻完善。

⚫ 近几十年来，线性规划取得了重大的进展，Karmarkar内点法的提出和计算

机技术日新月异的发展,使得有成千上万个约束条件和决策变量的线性规划问

题能被快速地求解，为线性规划的广泛应用提供了极其有利的条件。
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线性规划的理论方法的应用已经成为现代管理、工程设计、经济规划等的重要

手段之一,在矿业领域也得到了广泛的应用。

线性规划主要研究两类问题：

◼ 在现有资源有限的条件下，如何合理地安排，才能以最少的人力、物力资

源去完成任务。

◼ 在任务确定后，如何计划、安排，才能在完成任务的前提下，使得现有资

源的消耗最低。

这两类问题本质是一样的，即在一组约束条件下，使某一目标达到最优。
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一、线性规划问题及数学模型

例2.1 (生产组织问题)  假设某矿开采两个矿层，第一层精矿采出率为20％，

第二层的精矿采出率为30％。由于生产工艺环节上的限制，第一矿层的最大

年产量不超过50万t，第二矿层的最大年产量不超过20万t。由于采掘工作超

前条件的限制，第二层矿石年产量不能超过第一层矿石的年产量。按照矿石

的供销情况，矿山精矿年产量不应超过12万t。试确定这两个矿层的合理年产

量，使得全矿产量为最大。
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解：设第一矿层的产量为x1万t／a，第二矿层的产量为x2万t／a，

根据已知条件可建立如下数学模型：

max z = x1 + x2

s.t.

x1 ≤ 50
𝑥2≤20
𝑥2≤x1

0.2𝑥1+0.3𝑥2≤12

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0
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例2.2(运输问题)  某矿区有3个矿井A1，A2，A3，所产矿石全部运到两个选厂

B1，B2。各矿日产量及选厂的洗选能力，各矿到选厂的吨矿运价如表所示。

试问如何分配各矿井运往各选厂的矿量才能使总的运费最省。

选厂        

矿区
B1 B2

矿区日产矿石量
/(t/d)

A1

C11=4

X11

C12=6

X12

600

A2

C21=1

X21

C22=5

X22

900

A3

C31=3

X31

C32=4

X32

1000

选厂生产能力
/(t/d)

1000 1500 2500

表2-1 矿井到选厂的吨矿运价
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解：设Cij表示由Ai矿运往Bj选厂的吨矿运价，Xij表示由Ai矿运往Bj选厂矿量

（i=1,2,3;j=1,2）。如C11表示由A1矿到B1选厂的吨矿运价，X11表示A1矿运往B1

选厂的矿量等。根据已知条件可建立如下数学模型：

min z=4x11 + 6x12 + x21 + 5x22 + 3x31 + 4x32

𝑥11 + 𝑥12 = 600
𝑥21 + 𝑥22 = 900
𝑥31 + 𝑥32 = 1000
𝑥11 + 𝑥21 + 𝑥31 = 1000
𝑥12 + 𝑥22 + 𝑥32 = 1500

𝑥𝑖𝑗 ≥ 0 （i = 𝟏, 𝟐, 𝟑; 𝒋 = 𝟏, 𝟐）

s.t.
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例2.3(配矿问题) 有3个矿井向一家工厂提供炼焦煤。精煤产量应不少于3500 t／d，

有关煤的数量与质量、采煤费用以及运煤到工厂的费用、铁路通过能力等数据

如表2-2所列。试求如何安排煤炭运量，才能使总费用最少。

矿井编号
昼夜产煤量

/t

灰分
/％

含硫量
/％

精煤回收率
/％

由矿井到工厂铁
路的通过能力

/(t/d)

开采和运输
吨煤费用/元

1 2200 14 2.0 75 2400 14

2 2500 20 0.8 60 2400 10

3 1500 16 1.2 75 1200 12

工厂订货 ≦17 ≦1.4 最小值

表2-2  矿井产煤量、煤质、生产费用及铁路运输能力
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解：设x1，x2 ，x3分别为1，2，3号矿井分别运给工厂的煤量。

可列出如下的约束条件表达式：

精煤量的约束条件为: 0.75x1+0.6x2+0.75x3≥3500

矿井采煤量的约束条件为: x1≤2200,x2≤2500,x3≤1500

铁路通过能力的约束条件为: x1≤2400,x2≤2400,x3≤1200

灰分的约束条件为: 0.14x1+0.2x2+0.16x3≤0.17(x1+x2+x3)

含硫量的约束条件: 0.02x1+0.008x2+0.012x3≤0.014(x1+x2+x3)
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经整理，可得到数学模型:

0.75x1 + 0.6x2 + 0.75x3 ≥ 3500
x1 ≤ 2200
x2 ≤ 2400
x3 ≤ 1200
−0.03x1 + 0.03x2 − 0.01x3 ≤ 0
0.006x1 − 0.006x2 − 0.002x3 ≤ 0
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0

min z = 14x1 + 10x2 + 12x3

s.t.
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上述三个例子描述的问题就是线性规划问题，线性规划问题的数学模型就是

线性规划模型。

所有线性规划问题都具有以下共同特征：

⚫ 每一个问题都可以用一组变量表示某一方案。一般情况下，变量均为非负。

⚫ 约束条件用线性等式或不等式表示。

⚫ 都有一个目标函数，要求实现最大化或最小化，且该目标函数可表示为

一组变量的线性函数。
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由于问题的性质不同，线性规划模型也有不同的形式，可以描述为:

𝑚𝑎𝑥(或𝑚𝑖𝑛)𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑥𝑛

s. t.

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 ≤ (或 = ，或 ≥)𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 ≤ (或 = ，或 ≥)𝑏2

⋮
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 ≤ (或 = ，或 ≥)𝑏𝑚

𝑥1 , 𝑥2 , ⋯ , 𝑥𝑛 ≥ 0

式中，z为目标函数；𝑥1 , 𝑥2 , ⋯ , 𝑥𝑛为决策变量。

𝑐1 , 𝑐2 , ⋯ , 𝑐𝑛；𝑏1 , 𝑏2 , ⋯ , 𝑏𝑚；𝑎11 , 𝑎12 , ⋯ , 𝑎1𝑛；𝑎21 , 𝑎22 , ⋯ , 𝑎2𝑛；

𝑎𝑚1 , 𝑎𝑚2 , ⋯ , 𝑎𝑚𝑛都是常数。

这是线性规划问题的一般数学模型。

s.t.是subject to

(以...为条件)的
缩写。
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二、线性规划模型的标准型及转化

线性规划模型中约束条件出现了三种形式(≤，=，≥)，目标函数存在两种形

式(max，min)。这种多样性给讨论问题带来不便，因此规定了线性规划模型的

标准型(标准形式)：

max 𝑧 = 𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑛𝑥𝑛

s. t.

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋮
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚

𝑥1 , 𝑥2 , ⋯ , 𝑥𝑛 ≥ 0
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可以转化为

max 𝑧 = ෍

𝑗=1

𝑛

𝑐𝑗𝑥𝑗

s. t.
෍

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 = 𝑏𝑖 (𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚)

𝑥𝑗 ≥ 0 (𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛)

这里假设bi≥0。
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式中，A为约束方程组的系数矩阵(m×n阶)，一般情况下m<n；m为线性规划的阶

数(约束方程的个数)；n为线性规划的维数(未知量个数)；b为限定向量；C为价值向量。

𝑪 = (𝑐1, 𝑐2, ⋯ , 𝑐𝑛)

𝑿 = (𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)T

𝒃 = (𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑚)T

𝒑𝑗 = (𝑎1𝑗, 𝑎2𝑗 , ⋯ , 𝑎𝑚𝑗)T ( 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 )

A =

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21

⋮
𝑎22

⋮

⋯ 𝑎2𝑛

⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

= (𝒑1 , 𝒑2 , ⋯ 𝒑𝑛)

引入如下向量

和矩阵：
max 𝑧 = 𝑪𝑿

s. t.
෍

𝑗=1

𝑛

𝒑𝑗𝑥𝑗 = 𝒃

𝑥𝑗 ≥ 0 (𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛)

max 𝑧 = 𝑪𝑿

s. t. ቊ
𝑨𝑿 = 𝒃
𝑿 ≥ 𝑶

向量形式为：

矩阵形式为：
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三、线性规划问题解的概念

线性规划问题：

可行解 满足上述约束条件的解，称为线性规划问题的可行解。全部可行解的集

合称为可行域。

最优解 使目标函数达到最大值的可行解称为最优解。

max 𝑧 = ෍

𝑗=1

𝑛

𝑐𝑗𝑥𝑗

s. t.
෍

𝑗=1

𝑛

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑗 = 𝑏𝑖 (𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚)

𝑥𝑗 ≥ 0 (𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛)
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可能情况：会存在多个最优解、无可行解、有无界解

例2.1的数学模型如下：

四、线性规划的图形法

图中的点A（50，20/3）为最优点，最优解 Z = 170/3

max 𝑧 = 𝑥1 + 𝑥2

s. 𝒕.

𝑥1 ≤ 50
𝑥2 ≤ 20
𝑥2 ≤ 𝑥1

0.2𝑥1 + 0.3𝑥2 ≤ 12
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0
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无穷多最优解

1 2

1 2

1

2

1 2

max 2

2 8

4 16
. .

4 12

, 0

Z x x

x x

x
s t

x

x x

= +

+ 






 

x2
9 —

8 —

7 —

6 —

5 —

4 —

3 —

2 —

1 —

0     | | | | | | | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x1

x1 + 2x2  8

4x1  16

4 x2  12

O

可行域
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9 —

8 —

7 —

6 —

5 —

4 —

3 —

2 —

1 —

0     

x2

| | | | | | | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x1

x1 + 2x2  8

4x1  16

4 x2  12

A

B

C

D

O

可行域

⚫ 当移动等值线AB时，Z值在线段CD上实

现最大化。线段CD上的任意一点都使Z取

得相同的最大值，这个线性规划问题有无

穷多最优解。

⚫ 最优解在目标函数直线与可行域边界的交

点处达到。如果目标函数等值线与可行域

的一个边界所在的约束直线重合，出现这

种情况时，则问题就有多个最优解。

⚫ 对于有多个最优解的线性规划问题，则意

味着有很多决策变量的组合可供选择,决策

者可从中选择一个最理想的。
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无可行解x2

9 —

8 —

7 —

6 —

5 —

4 —

3 —

2 —

1 —

0     | | | | | | | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x1O

l2

l1

Max  z =  x1 + 2 x2

s.t. x1 +2 x2 ≤  8

4x1 ≤  16

4x2 ≤  12

x1 ≥  3 

x2 ≥ 3

⚫ 可行域为空集，无可行解，也无最优解。

⚫ 如果没有一个点能同时满足所有的约束

条件和非负条件，则可行域不存在。因

此,目标函数也就不可能与可行域相交，

此时没有可行解。

⚫ 一般情况下，如果问题不存在可行解，

一般与目标函数无关，说明约束条件过

于严格，通常解决方法是去掉一个或多

个约束条件。如果修改后的问题有最优

解，则说明去掉的这些约束条件导致问

题无可行解。
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无界解
1 2

1 2

1 2

1 2

max 2 2

1

. 2 0

, 0

f x x

x x

st x x

x x

= +

− 


− 
 

x1

x2

0
1    2    3   4    5    6     7    8    9

6

5

4

3

2

1

1 2 1x x− = 1 22 0x x− =

⚫ 当目标函数等值线的k值无限增大时，

该等值线仍在可行域中，即如果线性

规划问题的解无限地变大时，仍满足

约束条件,对于这样的最大化问题的

解称为无界解。对于最小化问题，如

果它的可行解可以无限地变小时，仍

满足约束条件，则它的解亦称为是无

界的。

⚫ 在实际问题中，如果出现线性规划的

解是无界的,则说明所建立的数学模

型没有能真实地反映实际问题。其原

因通常是遗漏了一些约束条件。
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◼ 线性规划法在采矿中的应用 

✓配矿问题。将不同品级的矿石按要求混合。 

✓采掘进度计划的编制。在满足矿山各种生产技术约束条件的前提

下，使采掘工作的经济效果最佳。

✓露天矿排土工作组织。根据排土场的位置及容量，合理安排各工

作面的排土路线，使排土工作的经济效果最佳。 
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◼ 线性规划法在采矿中的应用 

✓矿山生产调度。运用线性规划，合理调度矿山大型设备，提高矿

山的经济效果。

✓运输问题。根据货源产量、用户需求量及运输成本，合理安排运

输计划使总的运输成本最低。 

✓生产布局。根据联合企业所属矿山、选厂、冶炼厂的生产能力、

生产成本和运输费用，合理组织 生产任务，使企业盈利最大。  

此外，有关人力、设备、原料和产品的调配问题，都可以用线性规

划处理。
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1 线性规划法
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整数规划中全部变量都必须为整数时，称为纯整数规划；如果只要

求部分变量必须为整数，则称为混合整数规划。整数规划的一种特

殊情形是它的变量取值仅限于0或1，称为0-1整数规划。

整数规划法在采矿中的应用 

✓采掘进度计划的编制。矿山中，每个矿块是开采或不开采，可分

别用0或1两个数表示，从而构成0-1整数规划。

✓矿山设备和人员的安排。露天矿中电铲的配车问题，其车数只能

是整数，就使用整数规划求解。 



第二节 整数规划法

◼ 分支定界法用搜索的方法来寻求最优整数解，它通过考虑整数规划问题的连

续形式来求解整数问题。

⚫ 分支：把整数规划问题按连续变量线性规划模型求解。假定xr是一个有整数

约束的变量，而它的最优连续值xr
* 是分数。区间（［ xr

* ］，［ xr
* ］+1）

内不包含任何整数， xr的可行整数解必满足两个条件xr ≤［ xr
* ］或xr ≥［ xr

* ］

+1之一。把这两个条件作为约束条件加到原来的可行域中去，使原来的可行

域被分割为两个部分，相应地把这个约束条件分别加入原问题中去，形成两

个互斥的问题。原来的问题被分割为两个部分问题，利用整数性的必要条件，

在划分的过程中删去不含可行整数点的部分连续空间，从而缩小原来作为连

续变量线性规划问题的可行域。

一、分支定界法
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⚫ 定界：如果一个部分问题的连续最优解的目标函数值比已得到的最好整数解

的目标函数值还差，那么就不值得进一步去研究这个部分问题了。通过增加

整数约束条件缩减可行域所求得部分问题的整数解，不会比相应的连续变量

下的最优解好。在这种情况下，称这个部分问题已被“查清”了，从此可以舍

去。一旦求出一个可行整数解，它的相应目标函数值可以用来作为一个界

（对于最大化问题是下界，而对于最小化问题是上界）来舍弃那些较差的部

分问题。因此，运用定界的概念可以提高计算效率。

一、分支定界法
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例2.6 求解整数规划

其线性规划的解为

x1=3.25，x2=2.5，z=14.75（上界）

任选一个变量。

max z = 3x1 + 2x2

ቐ

2x1 + 3x2 ≤ 14
4x1 + 2x2 ≤ 18

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0,且𝑥1, 𝑥2取整数

max z = 3x1 + 2x2

ቐ
2x1 + 3x2 ≤ 14
4x1 + 2x2 ≤ 18

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

（2-10-B）

x2
9 —

8 —

7 —

6 —

5 —

4 —

3 —

2 —

1 —

0     | | | | | | | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x1

2x1 + 3x2  14

O

可行域

4x1 + 2x2  18
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带入2-10-B𝑥1 ≤ 3.25 = 3

𝑥1 ≥ 3.25 + 1 = 4

max z = 3x1 + 2x2

2x1 + 3x2 ≤ 14
4x1 + 2x2 ≤ 18

x1 ≤ 3
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

max z = 3x1 + 2x2

2x1 + 3x2 ≤ 14
4x1 + 2x2 ≤ 18

x1 ≥ 4
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

（ 1 ） （ 2）

s.t. s.t.

（ 1 ） （ 2 ）
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x2
9 —

8 —

7 —

6 —

5 —

4 —

3 —

2 —

1 —

0     | | | | | | | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x1

2x1 + 3x2  14

O

可行域

4x1 + 2x2  18

x1  4

x2
9 —

8 —

7 —

6 —

5 —

4 —

3 —

2 —

1 —

0     | | | | | | | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x1

2x1 + 3x2  14

O

可行域

4x1 + 2x2  18

x1  3

（ 1 ）解为x1=3，x2=8/3，

z=14+1/3(继续分支); 

（2）解为x1=4，x2=1，z=14（停止）
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max z = 3x1 + 2x2

2x1 + 3x2 ≤ 14
4x1 + 2x2 ≤ 18

x1 ≤ 3
x2 ≤ 2

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

max z = 3x1 + 2x2

2x1 + 3x2 ≤ 14
4x1 + 2x2 ≤ 18

x1 ≤ 3
x2 ≥ 3

𝑥1, 𝑥2 ≥ 0

𝑥1 ≤ 3

𝑥𝟐 ≤ 𝟐. 𝟔𝟕 = 𝟐

𝑥𝟐 ≥ 𝟐. 𝟔𝟕 + 1 =3

带入(1)

（ 3 ） （ 4 ）
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（ 3 ）解为x1=3，x2=2，z=13(停止);x2
9 —

8 —

7 —

6 —

5 —

4 —

3 —

2 —

1 —

0     | | | | | | | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x1

2x1 + 3x2  14

O

可行域

4x1 + 2x2  18

x1  3

x2  2

x2
（ 4 ） x1=2.5，x2=3，z=13.5（停止）。

9 —

8 —

7 —

6 —

5 —

4 —

3 —

2 —

1 —

0     | | | | | | | | |

1 2 3 4 5 6 7 8 9
x1

2x1 + 3x2  14

O

可行域

4x1 + 2x2  18

x1  3

x2  3
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z0=14.75

x1=2.5,x2=2.5

z1=14.33

x1=3,x2=8/3

z2=14

x1=4,x2=1

x1 3.5 x1 4

子问题B1 子问题B2

z11=13
x1=3,x2=2

z12=13.5

x1=2.5,x2=3

x2 2 x2 3
停止分解，因为解为

整数，这也是最优解

子问题B11 子问题B12

停止分解，因

为解为整数

停止分解，因

为z12＜z2

原问题
x1=3.5, x2=2.5

3
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✓ 把每一个部分问题，以原目标函数按一般线性规划问题求解。

✓ 如果部分问题的最优解都满足整数条件，那么就把最好的一个记录下来作为

最优解。在这种情况下，就不需要再进一步划分部分问题了，因为通过增加

约束条件划分部分问题缩小了可行域，不可能产生更好的整数解。

◼ 分支定界法的方法步骤



第二节 整数规划法

✓ 如果仍有整数变量的最优值是分数，那么再把整数条件加进去而将部分问题

再划分为两个部分问题进行求解。当某一个部分问题得到一个比记录下来的

整数解更好的整数可行解时，就用它来代替现有的一个。

✓ 按此步骤进行下去，直到每一个部分问题得到一个整数解或者明显看出不能

产生一个更好的整数解为止。

✓ 最后记录下来的满足整数条件的可行解，就是问题的最优整数解。

◼ 分支定界法的方法步骤
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整数规划中全部变量都必须为整数时，称为纯整数规划；如果只要

求部分变量必须为整数，则称为混合整数规划。整数规划的一种特

殊情形是它的变量取值仅限于0或1，称为0-1整数规划。

整数规划法在采矿中的应用 

✓采掘进度计划的编制。矿山中，每个矿块是开采或不开采，可分别用0

或1两个数表示，从而构成0-1整数规划。

✓矿山设备和人员的安排。例如，露天矿中电铲的配车问题，其车数只能

是整数，就使用整数规划求解。 



二、0-1规划

第二节 整数规划法

⚫ 枚举法（穷举法）：检查变量取值为0或1的每一种组合，比较函数值的大小

求得最优解。当变量个数较多时，就很难进行。

⚫ 隐枚举法：在枚举法的基础上，通过增加某些条件，以减少计算工作量，求

得问题的最优解。

① 先从所有变量等于零出发，依次指定一些变量取值1，直到获得一个可行解。

② 把这第一个可行解的目标函数值作为一个“界”，制定出一个约束条件，

称为过滤性约束条件。

③ 接下来再依次检查变量取值0或1的各种组合，不断地对迄今为止的可行解

加以改进，直到获得最优解为止。关键在于检查中对那些不可能得到较好

可行解的许多组合就不去检查了。



例2.7 某矿区制定长远规划，在规划期内，要建新井使年产量不少于100万t。用

于建新井的投资仅有16 000万元，现有4个井田，各矿井设计年产量、投资和建

成后获利情况见表2-13。现在要选择最优建设方案，在满足上述条件下，使矿

区的赢利最大。

第二节 整数规划法

矿井序号 设计年产量/万t 建设投资/千万元
建成后获利（预计）

/（千万元/a）

1 30 6 3

2 60 7 5

3 90 8 6

4 120 10 8

表 2-13
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解：引入0或1，取1表示选择该矿井进行建设，取0表示舍弃，

即不建该矿井。建立数学模型为：

max z = 3x1 + 5x2 + 6x3 + 8x4

ቐ

6x1 + 7x2 + 8x3 + 10x4 ≤ 16
30x1 + 60x2 + 90x3 + 120x4 ≥ 100

x1，x2，x3，x4 = 0或1
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（ 𝐱𝟏，𝐱𝟐，𝐱𝟑，𝐱𝟒 ） z值
约束条件

过滤条件
① ②

（0，0，0，0） 0 √ √ 𝐳 ≥ 𝟎
（0，0，0，1） 8 √ √ 𝐳 ≥ 𝟖
（0，0，1，0） 6

（0，0，1，1） 14 ×
（0，1，0，0） 5

（0，1，0，1） 13 ×
（0，1，1，0） 11 √ √ 𝐳 ≥ 𝟏𝟏
（0，1，1，1） 19 ×
（1，0，0，0） 3

（1，0，0，1） 11 √ √ 𝐳 ≥ 𝟏𝟏
（1，0，1，0） 9

（1，0，1，1） 17 ×
（1，1，0，0） 8

（1，1，0，1） 16 ×
（1，1，1，0） 14 ×
（1，1，1，1） 22 ×

隐枚举法求解过程如表2-14所列。
表 2-14
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可得，（0，1，1，0）和（1，0，0，1）为最优解。

⚫ 第一方案建设2,3号井,能力为60+90-150(万t),建设投资为15000万元;

⚫ 第二方案建设1，4号井，能力为30+120=150(万t),建设投资为16000万元。

⚫ 两个方案获利情况相同，决策者可根据矿区开采技术条件、接续以及外部条

件等进行比较，确定采用哪个方案。

隐枚举法



第三章 数学规划法

1 线性规划法

2 整数规划法

3 多目标规划法

4 非线性规划

5 动态规划



第三节 多目标规划

◼ 线性规划是应用最为广泛的数学规划方法，但它有两个明显的弱点：（1）目

标单一；（2）约束条件不能矛盾。

◼ 目标规划是用来进行含有单目标和多目标的决策分析的数学规划方法，是线

性规划的一种特殊类型，在线性规划基础上发展起来的。目标规划的基本原

理、数学模型结构与线性规划相同，也使用单纯形法作为计算的基础。

◼ 目标规划与线性规划不同在于，以目标离规定值的偏差为最小入手解题，并

将该目标和表示与目标的偏差的变量规定在表达式的约束条件之中。
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例2.8  本章例2.1，若在原给定条件的基础上增加如下两个条件：①回采第一矿层的成

本为15元／t；②回采第二矿层的成本为10元／t。

那么如何确定这两个矿层的合理年产量，使得全矿井的产量最大而生产成本最低。

解：设第一矿层的产量为x1万t／a，第二矿层的产量为x2万t／a，根据已知条件可建

立如下数学模型：

max z1 = x1 + x2

min z2 = 15x1 + 10x2

s.t.

x1 ≤ 50
x2 ≤ 20
x2 ≤ x1

0.2x1 + 0.3x2 ≤ 12
𝑥1, 𝑥2 ≥ 0
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目标规划怎样解决上述线性规划模型建模中的局限性？

设置偏差变量，用来表明实际值同目标值之间的差异。

产生原因：对于企业给定的目标值，可能在实际的决策过程中

会出现达不到或者超出的情况，但是具体的数值事先没有办法

知道，因此是一个变量，把这种变量记做目标的偏差变量。
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偏差变量用下列符号表示：

d+——超出目标的偏差，称正偏差变量。

d-——未达到目标的偏差，称负偏差变量。

正负偏差变量两者必有一个为0。

⚫    当实际值超出目标值时： d+>0, d-=0;

⚫ 当实际值未达到目标值时： d+=0, d->0;

⚫ 当实际值同目标值恰好一致时： d+=0, d-=0;

          故恒有d+×d-=0。

由于在实际决策中，不可能同时出现正负两个偏差，所以

应该有一个变量的值为0，即：
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在例2.8中，已得到一个多目标的数学模型。若取全矿产量的期望值为50万t，开采成本

的期望值为700万元。

引入正、负偏差变量di
+，di

—(i=1，2)。

⚫ d1
+表示产量超过50万t的数值，d1

—表示产量不到50万t的数值；

⚫ d2
+产表示开采成本高于700万元的数值，d2

—表示开采成本低于700万元的数值。

将两个目标约束条件并入原来的约束条件中如下：

x1 + x2 + 𝑑1
− − 𝑑1

+ = 50

15x1 + 10x2 + 𝑑2
− − 𝑑2

+ = 700
x1 ≤ 50
x2 ≤ 20
x2 ≤ x1

0.2x1 + 0.3x2 ≤ 12

𝑥𝑖 , 𝑑𝑖
+, 𝑑𝑖

− ≥ 0 𝑖 = 1,2
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3、达成函数

即构成一个新的目标函数。在达成函数中，各正、负偏差变量的运用要根

据对各目标的不同要求。

一般的做法是：

①要准确地实现某个目标(第i个目标)的期望值，则应该使相应的正、负偏

差变量di
+，di

-同时尽可能地小，故应将di
+和di

-同时列入达成函数中。形式为：

min(di
++di

-)    
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②若某个目标允许超过期望值，但希望尽可能不要低于期望值，如利润、产值

目标等，则应该使相应的负偏差变量di
—尽可能地小，故只需将di

—列入达成函数中。

形式为：min di
—。

由于di
+的取值为该目标超过期望值的数值，这是问题中允许的或是欢迎的，因

此，di
+不需要列入达成函数中。

③若某个目标允许低于期望值，但不得超过，如资源约束，则应希望相应的正

偏差变量di
+尽可能地小，故只需将di

+产列入达成函数中。形式为：min di
+ 。

同理，由于di
—的取值为该目标低于期望值的数值，这是问题所允许的或是欢迎

的，因此，此时di
—不需列入达成函数中。
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在例2-8所得到的模型中，如果我们希望全矿产量不得低于期望值50万t，开采成

本不得超过期望值700万元，则其达成函数为：

min f= 𝑑𝟏
− + 𝑑2

+

此时的数学模型为：

min f= 𝑑𝟏
− + 𝑑2

+

s.t.

x1 + x2 + 𝑑1
− − 𝑑1

+ = 50

15x1 + 10x2 + 𝑑2
− − 𝑑2

+ = 700
x1 ≤ 50
x2 ≤ 20
x2 ≤ x1

0.2x1 + 0.3x2 ≤ 12

𝑥𝑖 , 𝑑𝑖
+, 𝑑𝑖

− ≥ 0 𝑖 = 1,2
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例2.9 某车间生产甲、乙两种产品，每种产品均需经过相同的两道工序，所

需的加工时间、车间的最大生产能力及每种产品的单价如表2-15所列。试确定

生产方案，使1天之内的产值最大。

项目 产品甲 产品乙
每天最大生产

能力/h

工序Ⅰ/（h/kg） 2 1 30

工序Ⅱ/（h/kg） 1 2 24

单价/（h/kg） 200 370

表 2-15
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解：设x1、x2分别为产品甲、乙的日产量（单位：kg），则得线性规划模型

max Z= 200𝑥1 + 370𝑥2

约束条件为：

很容易求出，它的最优解为

𝑥1 = 12，𝑥2=6，max Z=4620元

ቐ

2x1 + x2 ≤ 30
x1 + 2x2 ≤ 24

x1，x2 ≥ 0
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若厂部下达指标：每天产值为5000元。把它看成产值这个目标的期望值，引入正、

负偏差变量𝒅𝟏
+，𝒅𝟏

−，可得该问题的目标规划模型如下：

min f= 𝒅𝟏
−

约束条件为：

可得最优解为：𝒙𝟏 = 𝟏𝟐，𝒙𝟐=6， 𝒅𝟏
− =380。即每日甲产品生产12kg，乙产品生

产6kg，最优产值比期望值少了380元，即达到5000-380＝4620（元）。

𝟐𝟎𝟎𝐱𝟏 + 𝟑𝟕𝟎𝐱𝟐 + 𝒅𝟏
− − 𝒅𝟏

+ = 𝟓𝟎𝟎𝟎
𝟐𝐱𝟏 + 𝐱𝟐 ≤ 𝟑𝟎
𝐱𝟏 + 𝟐𝐱𝟐 ≤ 𝟐𝟒

𝐱𝟏，𝐱𝟐，𝒅𝟏
+, 𝒅𝟏

− ≥ 𝟎
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例2.10 假定该车间不但要有较大的产值，而且希望有较高的利润。设甲产品每千克可

得利润30元，乙产品每千克可得利润80元，且假定利润的期望值为每天960元。问如何

安排生产，才能使产值、利润两个目标最接近于实现期望值。

解：考虑产值与利润的期望值，且引进产值与利润的正、负偏差变量，可得这个问题

的目标规划模型如下:

约束条件为：

min 𝑓 = 𝑑1
− + 𝑑2

−

200x1 + 370x2 + 𝑑1
− − 𝑑1

+ = 5000

30x1 + 80x2 + 𝑑2
− − 𝑑2

+ = 960
2x1 + x2 ≤ 30
x1 + 2x2 ≤ 24

x1，x2, 𝑑𝑖
+, 𝑑𝑖

− ≥ 0 𝑖 = 1,2
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4、目标的权系数和优先级别

在例2.10中， 𝒎𝒊𝒏 𝒇 = 𝒅𝟏
− +𝒅𝟐

−，这表示两个偏差变量有同等的意义。

即d1
—每减少1元，与d2

—减少1元具有相同的目标价值，所求的是d1
—与d2

—

之和的最小值。

实际上，也可以赋予它们不同的含义。

例如，认为利润d2
—每减少1元，相当于产值d1

—减少2元，此时，就必须给

达成函数f中的这两个偏差变量以适当的权系数，以反映这一点。即在f中将d2
—

乘上系数2，此时的达成函数就变为：𝒎𝒊𝒏 𝒇 = 𝒅𝟏
− +𝟐𝒅𝟐

−
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目标优先等级

有时，决策者会认为不同的目标之间是不能互相抵消的。各个目标都必须

有一定程度的保证，并且某些目标是另一些目标的前提，即决策者想在达到某

些最重要目标的前提下，再来解决次要的目标。

于是，要求把目标按其重要程度排列起来：先解决第一个（或第一批）目

标，以它作为前提，然后再解决第二个（或第二批）目标。

用优先等级因子p i （i＝1，2，···，k）表示第i级别的目标，它是一种特

殊的权系数。

p𝟏 ≫ p𝟐 ≫ p𝟑 ≫ ⋯ ≫ p𝒊
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⚫ 在实际中，往往还可以把若干个重要程度相仿的目标列入同一优先等级。列入

同一优先等级的各目标要有统一的度量单位，再在它们之间选取适当的权系数。

得到的达成函数既有优先等级，又在同一优先等级内有相应的权系数。

𝒎𝒊𝒏 𝒇 = 𝒑1(𝟐𝒅𝟏
− + 𝒅𝟑

+) +𝒑𝟐𝒅𝟐
− + 𝒑𝟑(𝒅𝟒

− + 𝟑𝒅𝟏
+)

⚫ 如果假定利润为第1优先等级的目标，产值为第2优先等级的目标，则它的达

成函数就变为：

𝒎𝒊𝒏 𝒇 = 𝒑1𝒅𝟐
− + 𝒑𝟐𝒅𝟏

−
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三、目标规划模型的一般形式
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 
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mibxa
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ddPZ
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j

n

j

ijij

n

j
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







达成函数

目标约束

其中：gk为第k个目标约束的预期目标值，       和        为 pl  优先因

子对应各目标的权系数。

−
lk

+
lk

s.t.
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◼建立目标规划模型的基本步骤如下：

✓ 按生产和工作要求确定各个目标及其优先等级和期望值；

✓ 设立决策变量，建立各个约束条件方程；

✓ 对每个目标引进正、负偏差变量，建立目标约束条件， 并入已有的

约束条件中；

✓ 如果各约束条件之间有矛盾，也可适当引入偏差变量；

✓ 根据各目标的优先等级和权系数建立达成函数。
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五、目标规划的图解法

例2.11试用图解法解例2.8所建立的目标规划数学模型。要求产量为第一重

要目标。

min 𝑧 = 𝑝1𝑑1
− + 𝑝2𝑑2

+

约束条件：

x1 + x2 + 𝑑1
− − 𝑑1

+ = 50

15x1 + 10x2 + 𝑑2
− − 𝑑2

+ = 700
x1 ≤ 50
x2 ≤ 20
x2 ≤ x1

0.2x1 + 0.3x2 ≤ 12

𝑥𝑖 , 𝑑𝑖
+, 𝑑𝑖

− ≥ 0 𝑖 = 1,2

s.t.
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可行域为DEF区域。三角形DEF的边和其中任何一点都满足要求。

容易求得D，E，F三点的坐标分别为(30，20)，(36，16)，(40，10)，故问题的解可表示为：

a1(30，20)+a2(36，16)+a3(40，10)=(30al+36a2+40a3，20a1+16a2+10a3)

式中，a1，a2，a3≥O，a1+a2+a3=1
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
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满意解是线段GD上任意点。

其中G点X＝(2,4), D点X＝(10/3,10/3)。
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s.t.

例题：
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24

30

s.t.

例题：



第三章 数学规划法

1 线性规划法

2 整数规划法

3 多目标规划法

4 非线性规划

5 动态规划



第四节 非线性规划

◼ 很多工程实际问题可归结为线性规划问题，其目标函数与约束条件均是自

变量的一次函数。但在优化设计、质量控制等领域，广泛应用着另一种规

划方法 — 非线性规划。非线性规划是指目标函数或约束条件中存有非线

性关系的数学规划。

◼ 非线性规划在矿业中的应用较广泛，特别是应用于矿井最优设计

（1）工作面长度确定       （2）采区参数选择

（3）采区巷道布置方案   （4）水平高度确定

（5）开拓方式选择           （6）矿井与采区生产能力确定等
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例：设某准轨自翻车呈现长方形，其容积是 44m3。假定原底板的费用是 150 元

/m2；四周侧板的费用是 100 元/m2。问车箱尺寸如何才使它的造价最低。 为了

解算这个问题，设车箱的长、宽、高各为 x1、x2、x3 m。根据车箱造价最低这

个目标，有： 

( )1 3 2 3 1 2100 2 2 150Min z x x x x x x= + +

根据容积要求，有

1 2 3

1 2 3

44

, , 0

x x x

x x x

  =



s.t.

目标函数或约束条件中存有非线性关系。
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例： 某公司经营两种设备,第一种设备每件售价 30 元,第二种设备每件售价 450

元,根据统计,售出一件第一种设备所需要的营业时间平均是 0.5 小时,第二种设备

是(2+0.25x2)小时，其中 x2是第二种设备的售出数量。已知该公司在这段时间内

的总营业时间为800 小时，试决定使其营业额最大的营业计划。

设该公司计划经营第一种设备 x1件，第二种设备 x2件，则公司其营业额为

( ) 1 230 450f X x x= +

由于营业时间的限制，该计划必须满足

( )1 2 20.5 2 0.25 800x x x+ + 

此外,这个问题还应满足

1 20, 0x x 
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于是，可以得到这个问题的数学模型

( ) 1 2max 30 450f X x x= +

( )1 2 20.5 2 0.25 800x x x+ + 

1 20, 0x x 

s.t.

约束条件中存有非线性不等式。
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一般地，非线性规划的标准形式是：  

其中 f(x)、gi(x) 、 hj(x)中只要有一个函数是非线性关系，就

构成非线性规划，这是非线性规划和线性规划的差别所在。 

s.t.

( )Min z f x=

( )

( )

0, 1

0, 1

i

j

g x i m

h x j l

x R

 =


 =
 
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◼ 非线性规划的常见求解方法

 微分求极值法

 一维搜索（抛物线逼近法、0.618法、牛顿法）

 梯度法

 制约函数法（包括惩罚函数法、障碍函数法）
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微分求极值法

采用微分方法求极值的原理确定矿井设计参数，称为微分求极值法。

此法适用于设计项目为定量参数，初始数据为确定型，变量数目较少的情况。 

（1）得到目标函数与参变量之间的函数关系式

（2）求最高(如产量、赢利、效率)或最低(如成本、耗材)的极值

这个极值即是在经济上(或其他指标)最优的参数值。
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例题 某矿掘进一条运输大巷，该巷道通过风量为39.6 m3／s，断面形状为半圆拱

形，采用锚喷支护形式，围岩为砂岩，坚固性系数f=6～10，服务年限为20 a，

能够满足大巷运输、行人等要求的断面面积为8～12 m2，试确定其最优经济断

面面积。

         解：巷道掘进费为：𝒇𝟏 = 𝑪𝒅𝑺𝑳

式中 𝑓1——总的掘进费用，元； 

𝐶𝑑——单位体积掘进费用，元/m³，参照手册取值； 

𝑆——掘进断面面积， m2；

𝐿——巷道长度 ，m。



巷道通风费用为：

第四节 非线性规划

𝑓2 =
𝛼𝑃𝐿𝑄2

102𝜂𝑆3
× 365 × 24 × 𝐾

电

式中 𝑓2——通风动力费，元/a；

𝛼——巷道摩擦阻力系数，(N ∙ m2)/s4；

𝑃——巷道周长，𝑃 = 𝐶 𝑆；

𝐶——断面形状系数；

𝑄——巷道通过的风量，m3/s；

K电——单位电价，元/(kW ∙ h)；

𝜂——通风机总效率。
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据《井巷工程费用概算手册》，当所取费用断面对应为10 m2时，𝑪𝟏𝟎 = 𝟏𝟒𝟒𝟎𝟎

元／（10m） ；也可取对应断面为8 m2 ，此时取Sa＝8 m2 ， 𝑪𝟏𝟎作相应改变。根

据类似巷道实测数据，取摩擦阻力系数α为0.008（N·m2）／s4，巷道断面形状系

数C＝4.0，单位电价K电为0.8元，通风机总效率ƞ为0.7。

将已知数据代入上式得最优经济断面S为10.2 m2 。

把上述两项费用相加并整理，得巷道总费用为：

min 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2 = 𝐶𝑑𝑆𝐿 +
8760𝛼𝐾电𝐶𝐿𝑄2

102𝜂
𝑆−

5
2

对断面S进行求导，并令
d𝑓

dS
= 0，可得：𝑆 =

3.5 21900𝛼𝐾电𝐶𝑄2

102𝐶𝑑𝜂
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一维搜索

非线性规划问题一般不能用解析法求其目标函数的精确解，必须用数字计算法来

逐步求得其近似解。迭代方法的基本思想是：给出一个初始近似值，按照某种规

划（即算法）找出比𝑥(𝟎)更好的解𝑥(𝟏) ，再按找出比𝑥(𝟏)更好的解𝑥(𝟐)……如此即

可求得一个解的序列{𝑥(k)},直到满足精度为止。搜索法是一系列的迭代过程。

⚫ 抛物线逼近法

⚫ 0.618法（黄金分割法）

⚫ 牛顿法
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⚫ 0.618法（黄金分割法）

在求Min f(x)（单峰函数）时，假设包括最优解在内的区间为[𝒂𝟎, 𝒃𝟎]（ 𝒂𝟎 < 𝒃𝟎），

𝒂𝟎，𝒃𝟎的值可根据实验或实际经验确定。在[𝒂𝟎, 𝒃𝟎]内，任取两点𝒂1，𝒃𝟏（ 𝒂1 ≠ 𝒃𝟏，且

𝒂1＜ 𝒃𝟏）如图2-15所示，计算比较𝒇(𝒂1), 𝒇(𝒃𝟏)的大小，存在三种情况：

利用上述方法多次计算，包括最优解区间不断缩小，直到满足精度要求，得到最优

解。怎样选择𝒂1，𝒃𝟏点，才能使计算量最小呢？

① ( )1af ＜ ( )1bf ，最优解在区间  10 ,ba 内； 

② ( )1af ＞ ( )1bf ，最优解在区间  01,ba 内； 

③ ( )1af = ( )1bf ，最优解在区间  11,ba 内。 



经证明，每次按比例的选择a1 ，b1 点，即每次缩小后的区间长度和原区间长度

的比值，等于去掉的区间长度与保留下的区间长度的比值，此时计算量最小。

第四节 非线性规划

( )( )

( )

1 0 0 0

1 0 0 0

1 0.618

0.618

a a b a

b a b a

= + − −

= + −

==
1

2

0

1

L

L

L

L

012 =−+

求解得到 𝜶 =0.618
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0.618 法的计算步骤为： 

① 设 k=1（计算次数），精度 ε≥0，选定  00 ,ba ，计算 kk ba ， 。 

( )

( )000

000

618.0

382.0

abab

abaa

k

k

−+=

−+=
 

② 计算 ( ) ( )kk bfaf ， 。 

如果 ＜kk ab − ，得到最优解，
𝑎𝑘 +𝑏𝑘

2
为最优解；否则，令 k=k+1。 

③ 当 ( ) ( )1-1 kk bfaf ＜− 时， 00 aa = ， 10 −= kbb ， 1−= kk ab ，

( )000 382.0 abaak −+= ，计算 ( )kaf 转至②；当 ( ) ( )1-1 kk bfaf − 时， 10 −= kaa ，

00 bb = ， 1−= kk ba ， ( )000 382.0 ababk −+= ，计算 ( )kbf 转至②。 
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例2.17 经实际分析，吨煤费用可由三部分组成，即随工作面长度增加而增加的

费用，随工作面长度增加而减少的费用，不随工作面长度变化而改变的费用。

因此，工作面长度与吨煤成本之间的数学模型可表示为：

根据实际统计分析得：

( ) cLbaLLf ++= /min （a，b，c为常数）

a=0.0231，b=487，c=7.66

( ) LLLf /4870231.066.7min ++=

试用0.618法求吨煤成本最低时的工作面长度。
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解  按实际工作面长度经验，工作面长度应为 120~200m。取精度ε=5m。 

① 令 k=1， 1200 =a ， 2000 =b 。 

( ) ( ) 56.150120200382.0120382.0 0001 =−+=−+= abaa  

( ) ( ) 44.169120200618.0120618.0 0001 =−+=−+= abab  

( ) 37.141 =af ， ( ) 44.141 =bf  

② 588.1856.15044.16911 ==−=− ab ，令 k=2。 
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③ 因为 ( ) ( )11 bfaf  ，去掉区间[169.44，200]，最优解在区间[120，

169.44]内。 

1200 =a ， 44.1690 =b ， 56.15012 == ab  

( ) ( ) 89.13812044.169382.0120382.0 0002 =−+=−+= abaa  

( ) 38.142 =af ， ( ) 37.142 =bf  

④ 567.1189.13856.15022 ==−=− ab ，令 k=3。 
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⑤ 因为 ( ) ( )22 bfaf  ，去掉区间[120，138.89]，最优解在区间[138.89，

169.44]内。 

89.13820 == aa ， 44.1690 =b ， 56.15023 == ba  

( ) ( ) 77.15789.13844.169618.089.138618.0 0003 =−+=−+= abab  

( ) 37.143 =af ， ( ) 39.143 =bf  

⑥ 521.756.15077.15733 ==−=− ab ，令 k=4。 



第四节 非线性规划

⑦ 因为 ( ) ( )33 bfaf  ，去掉区间[157.77，169.44]，最优解在区间[138.89，

157.77]内。 

89.1380 =a ， 77.15730 == bb ， 56.15034 == ab  

( ) ( ) 1.14689.13877.157382.089.138382.0 0004 =−+=−+= abaa  

( ) 36.144 =af ， ( ) 37.144 =bf  

⑧ 546.41.14656.15044 ==−=− ab 。 

最优解（即吨煤成本最低时的工作面长度）为                  ，根据实际情况可取150m。

此模型比较简单，可以用微分极值法求解。

 ( ) mba 33.1482/44 =+
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非线性规划法在采矿中的应用 

采矿工程中的许多关系是非线性关系而不是线性的，因此非线性规划有着广泛的

使用前景。 目前，使用非线性规划的领域有：

⚫ 矿山总体规划。在大型联合企业里，采矿-选矿-冶炼三者的关系是一个非线性

关系，为了合理安排采-选-冶各部门的生产能力，需要用非线性规划来求解。

⚫ 露天矿大型设备的选择。露天采剥设备的生产效率与其自身尺寸的关系，是非

线性的，可用非线性规划来解决设备选择问题。 

⚫ 通风井直径的确定。通风井直径与通风效果的关系，也是非线性的，可用非线

性规划处理。 
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◼ 动态规划大约产生于20世纪50年代，由美国数学贝尔曼等人创立，

是解决多阶段决策过程的最优化问题的一种方法。

◼ 动态规划的中心思想是所谓的最优性原理，该原理归结为一个基

本的递推关系式，从整个过程的最后阶段出发，逆推计算到第一

阶段，找到最优解。
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一、多阶段决策问题

⚫ 多阶段决策过程：将系统运行过程划分为若干个相互联系的阶

段，而在每一阶段都要做出决策。但是每个阶段最优决策的选

择不只是孤立地考虑本阶段所取得的效果如何，必须把整个过

程中的各阶段联系起来考虑，使得整个过程达到最优。

⚫ 多阶段决策是一个动态过程：各个阶段采取的决策一般来说是

与时间有联系的，决策依赖于当前的状态，又随即引起状态的

转移，前一阶段的决策确定以后，常常影响以后各阶段的决策。
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例2.22   如图2-17所示。某矿的压气机房位于A处，F是采矿工作面。

从A到F要经过若干段巷道，用节点B1，B2，…，E1，E2表示巷道的交叉口，用

线段表示所经过的巷道，线段上所标注的数字是相应节点之间的距离。

现在要从A点出发，铺设一条压气管道至F，问应怎样选择线路，才能使所用的

管道最省。
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二、动态规划的基本概念

（1）阶段变量

      在多阶段决策问题中，一般根据时间或空间的自然特性来划分阶段。描

述阶段的变量称为阶段变量，用k表示，k= 1,2，…，n。
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（2）状态变量

       状态表示每个阶段开始所处的状态。状态就是某阶段的出发位置，一个阶

段可以包含若干个状态。状态既是该阶段某支路的起点，又是前一阶段某支路

的终点。用Sk表示第k阶段的状态，称为状态变量。 
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（3）决策变量

         决策就是某阶段状态给定之后，从该状态演变到下一阶段某状态的选择。

𝑼𝑘 (𝑺𝑘 ) 表示第k阶段处于𝑺𝑘 状态时的决策, 𝑫𝑘 (𝑺𝑘 )表示第K阶段从状态𝑺𝑘

出发的允许决策集合。
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（4）状态转移方程

       确定过程由状态Sk 到Sk+1 的演变过程称为状态转移方程

       记作                                。

（5）指标函数

       从来衡量所实现过程优劣的一种数量指标，称为指标函数。

指数函数的最优值，就是最优指数函数。

( )1= ,k k k kS T S U+
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 动态规划的基本原理

       生活中的常识告诉我们,最短路线有一重要特性如果由A经过

B1,C2,D2,E2到达终点F是一条最短路线，则由B1出发经过C2,D2,E2到达

终点F的这条子路线，对于从B1到达终点F的所有可能来说,必定也是

最短的。

根据最短路线这一特征，寻找最短路线的方法就是从最后一段开

始，由后向前逐步递推计算，求出各点到F的最短路线，最后求出A

到F的最短路线。
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 动态规划的基本原理

动态规划的方法是从终点逐段向始点逆序求解。它以贝尔曼的

最优性原理为依据，该原理指出多阶段决策过程的最优决策序列具

有这样的性质：不论初始状态和初始决策如何，对于前面决策所形

成的状态而言，其后各阶段的决策序列必然构成最优策略。
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4、动态规划的方法

①逆序过程如图所示。采用标号法求出各点到终点的最短距离。
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②动态规划的函数递推法。

式中，dk(Sk，Uk)为阶段指标函数，表示第k阶段状态Sk采用

策略Uk的策略。

最优指数函数𝑓𝑘 𝑆𝑘 表示从状态𝑆𝑘出发，采取最优策略到达

终点的最短距离。

ቊ
𝑓𝑘 𝑆𝑘 = min 𝑑𝑘 𝑆𝑘 𝑈𝑘 + 𝑓𝑘+1 𝑆𝑘+1

𝑓6 𝑆6 = 0
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分别求出K=5、4、3、2、1的函数值

𝑓5 𝐸1 = 4 , 𝑓5 𝐸2 = 3当k=5时

当k=4时 𝑓4(𝐷1) = min
𝑑(𝐷1, 𝐸1) + 𝑓5(𝐸1)
𝑑(𝐷1, 𝐸2) + 𝑓5(𝐸2)

= min
3 + 4
5 + 3

= 7

𝑓4(𝐷2) = min
𝑑(𝐷2, 𝐸1) + 𝑓5(𝐸1)
𝑑(𝐷2, 𝐸2) + 𝑓5(𝐸2)

= min
6 + 4
2 + 3

= 5

𝑓4(𝐷3) = min
𝑑(𝐷3, 𝐸1) + 𝑓5(𝐸1)
𝑑(𝐷3, 𝐸2) + 𝑓5(𝐸2)

= min
1 + 4
3 + 3

= 5
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当k=3时
𝑓3(𝐶1) = min

𝑑(𝐶1, 𝐷1) + 𝑓4(𝐷1)
𝑑(𝐶1, 𝐷2) + 𝑓4(𝐷2)

= min
5 + 7
8 + 5

= 12

𝑓3(𝐶2) = min
𝑑(𝐶2, 𝐷1) + 𝑓4(𝐷1)
𝑑(𝐶2, 𝐷2) + 𝑓4(𝐷2)

= min
4 + 7
5 + 5

= 10

𝑓3(𝐶3) = min
𝑑(𝐶3, 𝐷2) + 𝑓4(𝐷2)
𝑑(𝐶3, 𝐷3) + 𝑓4(𝐷3)

= min
3 + 5
4 + 5

= 8

𝑓3(𝐶4) = min
𝑑(𝐶4, 𝐷2) + 𝑓4(𝐷2)
𝑑(𝐶4, 𝐷3) + 𝑓4(𝐷3)

= min
8 + 5
4 + 5

= 9
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得到从A到F最短距离为17，其路径为：

A→B1→C2→D2→E2→F

当k=2时

当k=1时

𝑓2(𝐵1) = min

𝑑(𝐵1, 𝐶1) + 𝑓3(𝐶1)
𝑑(𝐵1, 𝐶2) + 𝑓3(𝐶2)
𝑑(𝐵1, 𝐶3) + 𝑓3(𝐶3)

= min
2 + 12
3 + 10
6 + 8

= 13

𝑓2(𝐵2) = min

𝑑(𝐵2, 𝐶2) + 𝑓3(𝐶2)
𝑑(𝐵2, 𝐶3) + 𝑓3(𝐶3)
𝑑(𝐵2, 𝐶4) + 𝑓3(𝐶4)

= min
8 + 10
7 + 8
7 + 9

= 15

𝑓1 𝐴 = min
𝑑 𝐴 𝐵1 + 𝑓2 𝐵1

𝑑 𝐴 𝐵2 + 𝑓2 𝐵2
= min

4 + 13
5 + 15

= 17
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动态规划在采矿中的应用 

采矿工程中的许多问题，具有明显的多阶段性，宜用动态规划处理。

目前，主要的应用领域有：

（1）边际品位的确定。矿山的边际品位可以逐年变动。为此以年为单位构成

不同的阶段，每年可以有不同的边际品位方案供选择（状态），借助动态规

划的方法即可求出每年最优的边际品位。

（2）露天开采境界的确定。在以规则方块组成的矿床模型中，每一纵列可视

作阶段，每列中的第一方块视作不同的状态，通过动态规划可以找出各列各

方块间的联系，从而确定出露天矿境界。
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（3）采掘进度计划的编制。这时以年（月）作为阶段划分整个计划时期，每一

阶段又有不同的方案（状 态），从而按动态规划的模式去安排采掘进度计划。

（4）库存控制。矿山设备的备品备件及主要材料，要有适当的库存量，根据每

年的消耗、库存费用和购置费用，可以用动态规划的方法求解。

（5）设备更新。矿山设备到了使用后期，由于效率降低和维修费增加，应该用

新设备代替。为了确定 合理的设备更新策略，可用动态规划处理。



谢谢大家！
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